
　三元整数環のピタゴラス数の分類

矢部　佳史（津山高専, 電子制御工学科４年）

1 はじめに

本研究の目的は，三元整数環M3のピタゴラス数の分類である．三元整数M3とは，四

元数 [Ho]に習って書くと，M3は集合 {xi+ yj + kz | x, y, z ∈ Z} で i2 = i, k2 = k, ij =

jk = j, j2 = ji = ki = ik = kj = 0 をみたすものとすることができる．しかし，これは

２次整数行列環の部分環とみることもでき，

M3 =

{(
x y

0 z

) ∣∣∣∣∣ x, y, z ∈ Z

}

である．以下，本論文では三元整数環M3を上の行列として扱い，M3の元をM3数と呼

ぶ．また，M3数の中で行列式が±1であるものは単元と呼ぶ．

さて，自然数のピタゴラス数 (a, b, c）は，a2 + b2 = c2をみたすもので，これは２つの

パラメータ sと t (s > t)を用いて

a = s2 − t2, b = 2st, c = s2 + t2

と表わされることはよく知られている．特に a, b, c の最大公約数が 1であるときを原始ピ

タゴラス数というが，このとき sと tは， sと tのどちらか一方は偶数で，もう片方は奇

数であることが必要十分条件である．また，自然数のピタゴラス数は行列

P =


−1 −2 2

−2 −1 2

−2 −2 3


を用いると，すべての原始ピタゴラス数が (3, 4, 5)から得られることが知られている [Ko]．

この意味で (3, 4, 5)は原始ピタゴラス数のオリジンと考えることができる．さらにこれに

関連して橘は [Ta]の中で複素ピタゴラス数のオリジンに関する研究を行い，相対的なオリ

ジンというペアが無数に存在していることを示し，さらにその構造について論じた．以上

のことから，著者は整数環やガウス整数環以外の環で，特に非可換環でのピタゴラス数は

どういったものであるのか，それに興味を覚えた．

【定義１】A,B,CをM3数とする．(A,B,C）がM3ピタゴラス数であるとは，A, B, C

の (1, 1)成分と (2, 2)成分は正で

A2 +B2 = C2

をみたすものをいう．

(注意) (A,B,C) がM3ピタゴラス数であるならば，A, B, C の (1, 1)成分の３つの数

と，(2, 2)成分の３つの数は自然数のピタゴラス数である．
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本研究では，M3ピタゴラス数の中のある集合に，潜在的に可約であるという概念と真

に既約という概念を与え，M3ピタゴラス数の分類を試みた．その結果，詳細は８節の定

理で説明するが，M3ピタゴラス数は，原始M3ピタゴラス数と呼ばれる既約なM3ピタ

ゴラス数で分類できることがわかった．以下，この定理をどのようにして発見し証明した

のかについて述べていく．

2 (2+3)型のM3数

以下において，(A,B,C)はM3ピタゴラス数とし，A =

(
a1 a2

0 a3

)
, B =

(
b1 b2

0 b3

)
, C =(

c1 c2

0 c3

)
として，M3数A, B, C を表記する．

さて，研究の当初においては，M3ピタゴラス数をどのように研究すればよいか分からず，

とりあえず，コンピュータを用いていくつかの例を出してみた．その中で，A =

(
a1 a2

0 a3

)
が a1 = a2 + a3 をみたすものに目が留まり，そのようなAを (2 + 3)型のM3数と呼んで

研究をスタートさせた．そして以下の命題が成り立つことを証明した．

【命題１】A, B, Cを (2 + 3)型のM3数とし，さらに (a1, b1, c1)と (a3, b3, c3)は自

然数のピタゴラス数とする．このとき (A,B,C)はM3ピタゴラス数である．

(証明) A2 =

(
a21 a2(a1 + a3)

0 a23

)
であり，Aは (2 + 3)型であるので (1, 2)成分を計算

すると，

a2(a1 + a3) = (a1 − a3)(a1 + a3) = a21 − a23

である．同様にB2の (1, 2)成分は

b2(b1 + b3) = b21 − b23

であり，C2の (1, 2)成分は

c2(c1 + c3) = c21 − c23

である．したがって，

A2 +B2 =

(
a21 + b21 a21 + b21 − (a23 + b23)

0 a23 + b23

)
=

(
c21 c21 − c23

0 c23

)
= C2

であるので，(A,B,C)はM3ピタゴラス数である．Q.E.D.

(例１)

A =

(
3 −7

0 10

)
, B =

(
4 −20

0 24

)
, C =

(
5 −21

0 26

)
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とすると，A,B,C は (2 + 3)型のM3数であり，そして (A,B,C)はM3ピタゴラス数で

ある．□

ところで，上の例のA,B,C はそれぞれ

A =

(
1 −1

0 2

)(
3 −2

0 5

)
, B =

(
1 −1

0 2

)(
4 −8

0 12

)
, C =

(
1 −1

0 2

)(
5 −8

0 13

)

と分解する．そこでA′ =

(
3 −2

0 5

)
, B′ =

(
4 −8

0 12

)
, C ′ =

(
5 −8

0 13

)
とおくと

A′2 +B′2 = C ′2

が成り立つため，(A′, B′, C ′)はM3ピタゴラス数であることがわかる．

上の例に限らず d1 = gcd(a1, b1, c1), d3 = gcd(a3, b3, c3)とおいたとき d1 > 1または

d3 > 1の場合のデータを調べると，ほとんどの場合に同様な分解が起こっていた．

3 可約と既約なM3ピタゴラス数の定義

前節の終わりに述べたM3ピタゴラス数の分解の様子から，M3ピタゴラス数に可約と

既約という概念を定義することにした．

【定義２】(A, B, C)をM3ピタゴラス数とする．このとき，A, B, Cが，共に単元で

ないM3数 L, Rによって，

A = LA′R かつ B = LB′R かつ C = LC ′R

に分解され，さらにA′2 +B′2 = C ′2が成り立つとき (A,B,C)は可約であるという．そし

て Lを (A, B, C)の左可約係数，Rを (A, B, C)の右可約係数という．また，可約でな

いM3ピタゴラス数 (A,B,C)を既約であるという．

可約な M3 ピタゴラス数 (A, B, C) の分解において，R が単元であるときは A =

LA′, B = LB′, C = LC ′と表し，Lが単元であるときはA = A′R, B = B′R, C = C ′R

と表すことにする．

(例２)　M3ピタゴラス数

A =

(
9 1

0 9

)
, B =

(
12 3

0 12

)
, C =

(
15 3

0 15

)

は，

A =

(
1 0

0 3

)(
3 1

0 3

)(
3 0

0 1

)
, B =

(
1 0

0 3

)(
4 3

0 4

)(
3 0

0 1

)
,
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C =

(
1 0

0 3

)(
5 3

0 5

)(
3 0

0 1

)

と分解し，

A′ =

(
3 1

0 3

)
, B′ =

(
4 3

0 4

)
, C ′ =

(
5 3

0 5

)
とおくと，A′2 +B′2 = C ′2が成り立つ．すなわち，(A,B,C)は可約であり，左可約係数

は L =

(
1 0

0 3

)
で，右可約係数はR =

(
3 0

0 1

)
である．□

（注意）(a1, b1, c1)と (a3, b3, c3)が自然数の原始ピタゴラス数であるとき，M3ピタゴ

ラス数 (A,B,C)は既約である．

【定義３】(a1, b1, c1)と (a3, b3, c3)が自然数の原始ピタゴラス数である既約なM3ピタ

ゴラス数 (A,B,C)を原始的である，または，原始M3ピタゴラス数という．

さて，(a1, b1, c1) = (3, 4, 5)と (a3, b3, c3) = (5, 12, 13)というように，a3 = c1であるよ

うな 2対の自然数の原始ピタゴラス数を考えると，これから，以下のような原始M3ピタ

ゴラス数の構造をもつものが作れる．

(例３) (a1, b1, c1)と (a3, b3, c3)を自然数の原始ピタゴラス数とし，さらに，c1 = a3と

する．このとき，M3数

A =

(
a1 ±(a1 − a3)

0 a3

)
, B =

(
b1 ±(b1 − b3)

0 b3

)
, C =

(
c1 ±(c1 − c3)

0 c3

)

は，A2 +B2 = C2だけでなく

C2 =

(
a 2
3 b 2

3

0 c 2
3

)
という構造も持つ．□

4 与えられたM3ピタゴラス数の既約性の判定

前節で扱った例２を一般的に扱えば，与えられたM3ピタゴラス数 (A,B,C)の既約性

を判定できると考えた．次の命題は可約の定義を言い換えたものである．

【命題２】(a1, b1, c1)と (a3, b3, c3)を自然数の原始ピタゴラス数，l1, r1, l3, r3は零で

ない整数とし，原始的でないM3ピタゴラス数 (A,B,C)を，

A =

(
l1r1a1 a2

0 l3r3a3

)
, B =

(
l1r1b1 b2

0 l3r3b3

)
, C =

(
l1r1c1 c2

0 l3r3c3

)
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とする．さらに，L =

(
l1 s

0 l3

)
, R =

(
r1 t

0 r3

)
, A′ =

(
a1 x

0 a3

)
, B′ =

(
b1 y

0 b3

)
,

C ′ =

(
c1 z

0 c3

)
と置く．このとき，s, t, x, y, zに関する連立方程式


l1r3x+ a1l1t+ a3r3s = a2

l1r3y + b1l1t+ b3r3s = b2

l1r3z + c1l1t+ c3r3s = c2

(a1 + a3)x+ (b1 + b3)y = (c1 + c3)z

に整数解 s, t, x, y, zが存在することと，(A,B,C)が可約であることは同値である．

（証明）A = LA′R, B = LB′R, C = LC ′Rかつ A′2 + B′2 = C ′2 を仮定する．A =

LA′R, B = LB′R, C = LC ′Rの (1, 2)成分の比較と A′2 + B′2 = C ′2の (1, 2)成分の計

算から，連立方程式が得られる．このことから，(A,B,C)が可約であるための必要十分

条件は s, t, x, y, zが整数であることである．Q.E.D.

(例４)　原始的ではないM3ピタゴラス数

A =

(
8 1

0 15

)
, B =

(
6 8

0 8

)
, C =

(
10 5

0 17

)

を考える．gcd(8, 6, 10) = 2，gcd(15, 8, 17) = 1より，l1 = 2, r1 = 1, l3 = 1, r3 = 1 また

は，l1 = 1, r1 = 2, l3 = 1, r3 = 1とできる．l1 = 2, r1 = 1, l3 = 1, r3 = 1のとき，連立

方程式

2x+ 8t+ 15s = 1, 2y + 6t+ 8s = 8, 2z + 10t+ 17s = 5,

(4 + 15)x+ (3 + 8)y = (5 + 17)z

から，例えば整数解 s = 3, t = 0, x = −22, y = −8, z = −23 が存在する．よって，

命題２より (A,B,C)は可約である．同様にして l1 = 1, r1 = 2, l3 = 1, r3 = 1のとき，

s = 0, t = 3, x = −11, y = −1, z = −10という連立方程式の解が得られる．

ここで，得られたM3数

(
2 3

0 1

)
は，左可約係数でも右可約係数でもあり，(A,B,C)は

A =

(
2 3

0 1

)(
4 −22

0 15

)
=

(
4 −11

0 15

)(
2 3

0 1

)
,

B =

(
2 3

0 1

)(
3 −8

0 8

)
=

(
3 −1

0 8

)(
2 3

0 1

)
,

C =

(
2 3

0 1

)(
5 −23

0 17

)
=

(
5 −10

0 17

)(
2 3

0 1

)
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と分解する．そして， (
4 −22

0 15

)2

+

(
3 −8

0 8

)2

=

(
5 −23

0 17

)2

,

(
4 −11

0 15

)2

+

(
3 −1

0 8

)2

=

(
5 −10

0 17

)2

が成り立つ．□

5 可約なM3ピタゴラス数と分解の可換性

具体的に与えられたM3ピタゴラス数 (A,B,C)が可約であるか既約であるかは，命題

２から判定できることがわかった．しかし，M3ピタゴラス数全体の様子は未だ理解でき

ていない．そこで，M3ピタゴラス数にはどのようなタイプのものがあり，それらはどの

ような特徴があるのかを調査し，M3ピタゴラス数全体の様子をもう少し詳しく把握して

いくことにした．

まず，M3ピタゴラス数にD対称という概念を定義し，D対称なM3ピタゴラス数は可

約なのか既約なのか調べることにした．

【定義４】M3数Aが，あるM3数DによってA = A′D = DA′と分解されるとき，A

は D 対称に分解されるという．さらに，M3 ピタゴラス数 (A,B,C)で，A, B, C はそ

れぞれあるM3数DでD対称に分解されるとき，(A,B,C)はD対称に分解されるとい

う．また，(A,B,C)の中のどれかが，どんなDに対してもD対称に分解されないとき，

(A,B,C)はD非対称であるという．

【命題３】(A,B,C)を原始的でない (2 + 3)型のM3ピタゴラス数とすると，(A,B,C)

はD対称に分解され，さらに (A,B,C)は可約である．

（証明）(A,B,C)は (2+3)型のM3ピタゴラス数であるので，A =

(
a1 a1 − a3

0 a3

)
, B =(

b1 b1 − b3

0 b3

)
, C =

(
c1 c1 − c3

0 c3

)
と表すことができる．可約であることを示すために，

a1 = d1a
′
1, b1 = d1b

′
1, c1 = d1c

′
1 さらに a3 = d3a

′
3, b3 = d3b

′
3, c3 = d3c

′
3とする．(A,B,C)

は原始的でないので，d1, d3のうちどちらかは 1より大きいことから，D =

(
d1 d1 − d3

0 d3

)

とすると，Dは単元ではない．さらに A′ =

(
a′1 a′1 − a′3

0 a′3

)
, B′ =

(
b′1 b′1 − b′3

0 b′3

)
, C ′ =(

c′1 c′1 − c′3

0 c′3

)
と置くと，

A = DA′ = A′D, B = DB′ = B′D, C = DC ′ = C ′D
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であり，明らかにA′2 +B′2 = C ′2が成り立つ．Q.E.D.

M3ピタゴラス数の既約性とD対称に分解することの関係性を研究した．そして，以下

の命題を証明した．

【命題４】　 (A,B,C)は原始的でないM3ピタゴラス数で，かつD対称に分解される，

すなわち

A = A′D = DA′, B = B′D = DB′, C = C ′D = DC ′

であるとする．このとき (A,B,C) は可約である．

（証明）A2+B2 = C2よりA′DA′D+B′DB′D = C ′DC ′Dであり，D対称性（可換性）

よりA′2D2+B′2D2 = C ′2D2が成り立つ．Dには逆行列が存在するので，A′2+B′2 = C ′2

が成り立つ．Q.E.D.

命題４の対偶を考えると，「原始的でない M3 ピタゴラス数 (A,B,C) が既約ならば，

(A,B,C) はD非対称」となることがわかる．このことから，原始的でないM3ピタゴラ

ス数 (A,B,C) がD非対称であることを判断できる量はどういったものか興味を覚えたの

で，そのことについて研究し，以下の命題を証明した．

【命題５】A =

(
a1 a2

0 a3

)
としD =

(
d1 d2

0 d3

)
(ただし a1 > 0, a3 > 0, d1 > 0, d3 > 0,

d1≠ d3 ) とする．さらに a1 = d1a
′
1 かつ a3 = d3a

′
3 とする．このとき

ua = a′1 +
a′1 − a′3
d1 − d3

d3

と置くと，d2 = a2/uaが成り立つことと，AがD対称に分解されることは同値である．

(証明) AがD対称に分解されているとする．すなわち，D =

(
d1 d2

0 d3

)
とし．A′D =

DA′をみたすものとする．A′ =

(
a′1 a′2

0 a′3

)
としてA′D = DA′の (1, 2)成分をみると

d1a
′
2 + d2a

′
3 = a′1d2 + d3a

′
2

が成り立つ．したがって

a′2 =
a′1 − a′3
d1 − d3

d2

である．一方 a2 = a′1d2 + d3a
′
2より

a2 =

(
a′1 +

a′1 − a′3
d1 − d3

d3

)
d2 = uad2

が成り立つ．逆に d2 = a2/ua を仮定する．すなわち a2 = uad2とする．このとき

A =

(
d1 d2

0 d3

)(
a′1 x

0 a′3

)
=

(
a′1 y

0 a′3

)(
d1 d2

0 d3

)
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と置いて x = yを示す．(1, 2)成分の計算より

uad2 = d1x+ d2a
′
3, uad2 = a′1d2 + yd3

が得られる．これより

d3y = (ua − a′1)d2 =
(ua − a′1)d1x

ua − a′3
(1)

が成り立つ．ua = a′1 +
a′1 − a′3
d1 − d3

d3 より

(ua − a′1)d1x

ua − a′3
=

a′1 − a′3
d1 − d3

d3d1x

a′1 − a′3 +
a′1 − a′3
d1 − d3

d3

= d3x (2)

である．等式 (1)と (2)より x = yである．したがって，AはD対称に分解される．Q.E.D.

(A,B,C)を原始的でないM3ピタゴラス数とし，さらに A,B,C はあるM3数DでD

対称に分解されるものとする．このとき，命題５で定義された量 ua, ub, uc に関して

a2
ua

=
b2
ub

=
c2
uc

が成り立つことはM3ピタゴラス数の可約の判定において重要である．ここで

ua = a′1 +
a′1 − a′3
d1 − d3

d3, ub = b′1 +
b′1 − b′3
d1 − d3

d3, uc = c′1 +
c′1 − c′3
d1 − d3

d3

である．次の命題を得ることができた．

【命題６】(A,B,C)を原始的でないM3ピタゴラス数とする．また d1 = gcd(a1, b1, c1),

d3 = gcd(a3, b3, c3)とする．さらに， d1 ̸= d3でかつ
a2
ua

=
b2
ub

=
c2
uc

= d2で d2 が整数で

あることを仮定する．このとき D =

(
d1 d2

0 d3

)
と置くと，(A,B,C)はD対称で，可約で

ある．

(証明) 命題５よりA,B,CはどれもD対称に分解されるので，(A,B,C)はD対称に分

解される．そして，命題４より (A,B,C)は可約である．Q.E.D.

(例５) M3ピタゴラス数

A =

(
3 13

0 16

)
, B =

(
4 8

0 12

)
, C =

(
5 15

0 20

)
を考える．d1 = 1, d3 = 4であり，a′1 = 3, b′1 = 4, c′1 = 5, a′3 = 4, b′3 = 3, c′3 = 5である．

よって

ua = 3 +
3− 4

1− 4
× 4 =

13

3
, ub = 4 +

4− 3

1− 4
× 4 =

8

3
, uc = 5 +

5− 5

1− 4
× 4 = 5
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より

d2 =
a2
ua

=
b2
ub

=
c2
uc

= 3

である．したがって，(A,B,C)は可約である．実際，A, B, C の分解は

A =

(
1 3

0 4

)(
3 1

0 4

)
=

(
3 1

0 4

)(
1 3

0 4

)
, B =

(
1 3

0 4

)(
4 −1

0 3

)
=

(
4 −1

0 3

)(
1 3

0 4

)
,

C =

(
1 3

0 4

)(
5 0

0 5

)
=

(
5 0

0 5

)(
1 3

0 4

)

であり，

(
3 1

0 4

)2

+

(
4 −1

0 3

)2

=

(
5 0

0 5

)2

が成り立つ．□

6 反射的なM3ピタゴラス数

M3ピタゴラス数にどんなものがあるかもう少し把握するために，D対称なピタゴラス

数以外に，特徴的なM3ピタゴラス数を考えることにした．そして，例２をヒントにして，

次に述べる反射的なM3ピタゴラス数というものを研究してみた．

【定義５】(A,B,C)を原始的でないM3ピタゴラス数とする．そしてある自然数 γ が

あって，a3 = γa1, b3 = γb1, c3 = γc1 または a1 = γa3, b1 = γb3, c1 = γc3 であるとき，

すなわち，

A =

(
a1 a2

0 γa1

)
, B =

(
b1 a2

0 γb1

)
, C =

(
c1 a2

0 γc1

)
または，

A =

(
γa3 a2

0 a3

)
, B =

(
γb3 a2

0 b3

)
, C =

(
γc3 a2

0 γc3

)
であるとき，(A,B,C)を反射的であるという．このとき γを反射係数という．

さて，例２で扱ったM3ピタゴラス数

A =

(
9 1

0 9

)
, B =

(
12 3

0 12

)
, C =

(
15 3

0 15

)

は，反射係数 γ = 1を持つ反射的なM3ピタゴラス数である．一方，d1 = gcd(a1, b1, c1) =

3, d3 = gcd(a3, b3, c3) = 3である．しかし，(A,B,C)が可約であるかどうかは命題６で

は判断できない．反射的なM3ピタゴラス数について以下の命題を証明しておく．

【命題７】 (A,B,C)を原始的でない反射的なM3ピタゴラス数とすると，(A,B,C)は

可約である．
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（証明）γ > 1のときは左可約係数として，L =

(
1 0

0 γ

)
または L =

(
γ 0

0 1

)
，右可

約係数 Rとして単位行列を考えれば明らかである．γ = 1のとき，(A,B,C)は原始的

でないので，ある自然数 uを用いて a1 = ua′1，b1 = ub′1，c1 = uc′1 とできる．そこで，

L =

(
1 0

0 u

)
，R =

(
u 0

0 1

)
，さらに

A′ =

(
a′1 a2

0 a′1

)
, B′ =

(
b′1 b2

0 b′1

)
, C ′ =

(
c′1 c2

0 c′1

)

と置くと，A = LA′R, B = LB′R, C = LC ′C でかつA′2 +B′2 = C ′2が成り立つ．すな

わち，(A,B,C)は可約である．Q.E.D.

7 原始的でない既約なM3ピタゴラス数の存在性

本研究の目的はM3ピタゴラス数の中にはどのようなタイプのものがあり，それらは

M3 ピタゴラス数全体の中でどのように生息しているかを研究することである．そして，

M3ピタゴラス数の可約性，あるいは既約性をキーワードに研究を進めてきた．命題２を

用いると，与えられたM3ピタゴラス数が可約か既約かどうかは判断できる．特に，既約

なM3ピタゴラス数については，(A,B,C)が原始M3ピタゴラス数であれば必ず既約にな

るため，原始的でないM3ピタゴラス数について詳細に研究する必要がある．しかし，具

体的にコンピュータを用いて，原始的でない既約なM3ピタゴラス数を探しているが，未

だその例を見つけられてない．そのため既約なM3ピタゴラス数にどのようなタイプがあ

るか理解できない状態が続いた．

このような状況を打開するために，(A,B,C)がD対称に分解するというキーワードか

ら研究を行ってみた．その結果， (A,B,C)がD対称に分解されるならば可約ということ

がわかったので，既約になるものはD非対称といえる．D非対称で可約なものはたくさ

んあると考えられ，研究を進め，反射的なタイプのM3ピタゴラス数の中に，D非対称で

可約なものが多くあることを証明した．しかし，これも原始的でない既約なM3ピタゴラ

ス数を見つける手掛かりにはならなかった．

原始的でないM3 ピタゴラス数 (A,B,C)の分類

(可約なもの) (既約なもの)

反射的な
ものなど

D対称に分解
するものなど

(2 + 3)型など

？

原始的でないM3 ピタゴラス数で

既約なものが見つかっていない
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8 潜在的に可約なM3ピタゴラス数

2017年 2月に原始的でない既約なM3ピタゴラス数として，以下の例があることを知ら

された．

(例６) 自然数のピタゴラス数 (7, 24, 23)と (8, 15, 17)を考え，

A =

(
7 5

0 2 · 8

)
, B =

(
24 23

0 2 · 15

)
, C =

(
25 23

0 2 · 17

)
とする．命題２を使って (A,B,C)の既約性を判定すると，l1 = r1 = 1, l3 = 1, r3 = 2の

とき，連立方程式

2x+ 7t+ 16s = 5, 2y + 24t+ 30s = 23, 2z + 25t+ 34s = 23, 5x+ 13y = 12z

より，3t+ 6s = −2を得る．また，l1 = r1 = 1, l3 = 2, r3 = 1のとき，連立方程式

x+ 7t+ 8s = 5, y + 24t+ 15s = 23, z + 25t+ 17s = 23, 5x+ 13y = 12z

より，3t+3s = −2を得る．いずれの場合も s, tは整数解ではない．したがって，(A,B,C)

は原始的でない既約なM3ピタゴラス数である．

上の例が発見され，本研究の目的であるM3ピタゴラス数の中心的な役割を果たす集合

の構造が，不確かなものに思えた．しかし，このような現象が起きたのは，M3ピタゴラ

ス数の可約や既約の定義に問題があったために，その構造を捕まえることができないので

はないかと考えた．

もう一度，

A =

(
a1 a2

0 a3

)
, B =

(
b1 b2

0 b3

)
, C =

(
c1 c2

0 c3

)
とするM3 ピタゴラス数 (A,B,C)を考えよう．A2 + B2 = C2 より (2, 2)成分だけをみ

ると，

(a1 + a3)a2 + (b1 + b3)b2 = (c1 + c3)c2

が成り立っている．これに注目する．

以下に新たなM3 ピタゴラス数を定義するが，そのために gcd(0, b2, c2) = gcd(b2, c2)，

gcd(a2, 0, c2) = gcd(a2, c2)と定義しておく．以下の命題は明らかである．

【命題８】M3ピタゴラス数 (A,B,C)と (A′, B′, C ′)で a1 = a′1, a3 = a′3，b1 = b′1, b3 =

b′3，c1 = c′1, c3 = c′3であるものを考える．このとき，a2|a′2または a′2|a2が成り立つとき，
(A,B,C) ∼ (A′, B′, C ′) と定義すると，∼は同値関係である．

【定義６】a2 ≥ 0，gcd(a2, b2, c2) = 1であるM3ピタゴラス数 (A,B,C)に対して，h

を整数として

Ah =

(
a1 ha2

0 a3

)
, Bh =

(
b1 hb2

0 b3

)
, Ch =

(
c1 hc2

0 c3

)
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と置くと，(Ah, Bh, Ch)もM3ピタゴラス数であるので，これを (A,B,C)に対する高さ h

のM3ピタゴラス数と呼ぶ．さらに，a2 ≥ 0，gcd(a2, b2, c2) = 1であるM3ピタゴラス数

(A,B,C)の集合を，高さ 1のM3ピタゴラス数の集合といいMh=1と表す．

命題８と定義６によって，M3ピタゴラス数全体はMh=1で直和分割されるので，Mh=1

の構造を研究すればよいことになる．そして定義２を以下のように変更する．

【定義７】(A, B, C)をMh=1の元とする．このとき，ある整数hが存在して，Ah, Bh, Ch

が，共に単元でないM3数 L, Rによって，

Ah = LA′
hR かつ Bh = LB′

hR かつ Ch = LC ′
hR

に分解され，さらにA′2
h +B′2

h = C ′2
h が成り立つとき，(A,B,C)をMh=1において潜在的

に可約であるという．また，潜在的に可約ではないM3ピタゴラス数 (A,B,C)をMh=1

において真に既約であるという．

定義７によって，命題２も次のように変わる．

【命題９】(a1, b1, c1)と (a3, b3, c3)を自然数の原始ピタゴラス数，l1, r1, l3, r3は零で

ない整数とし，Mh=1の元であるM3ピタゴラス数 (A,B,C)を，

A =

(
l1r1a1 a2

0 l3r3a3

)
, B =

(
l1r1b1 b2

0 l3r3b3

)
, C =

(
l1r1c1 c2

0 l3r3c3

)

とする．さらに，L =

(
l1 s

0 l3

)
, R =

(
r1 t

0 r3

)
, A′ =

(
a1 x

0 a3

)
, B′ =

(
b1 y

0 b3

)
,

C ′ =

(
c1 z

0 c3

)
と置く．このとき，h, s, t, x, y, zに関する連立方程式


l1r3x+ a1l1t+ a3r3s = ha2

l1r3y + b1l1t+ b3r3s = hb2

l1r3z + c1l1t+ c3r3s = hc2

(a1 + a3)x+ (b1 + b3)y = (c1 + c3)z

に整数解 h, s, t, x, y, zが存在することと，(A,B,C)がMh=1において潜在的に可約であ

ることは同値である．

【命題１０】M3ピタゴラス数 (A,B,C)において，σa = a1+a3，σb = b1+b3，σc = c1+c3

と置き，さらに τ = σaa1 + σbb1 − σcc1，τ ′ = σaa3 + σbb3 − σcc3と置くと，τ = τ ′が成

り立つ．

（証明）(a1, b1, c1)と (a3, b3, c3)は自然数のピタゴラス数であるので，τ = a1a3+b1b3−
c1c3，τ ′ = a1a3 + b1b3 − c1c3より，τ = τ ′である．Q.E.D.

以下の定理を証明する．
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【定理】Mh=1の元であるM3ピタゴラス数 (A,B,C)が，Mh=1において真に既約で

あることと原始的であることは同値である．

（証明）(A,B,C)は原始的でないとする．このとき，命題９の連立方程式をみたす整

数解 h, s, t, x, y, zが存在することは，未知数を h, s, tとする一次方程式

τ l1t+ τr3s = h(σaa2 + σbb2 − σcc2)

の解が整数であることと同値である．d = gcd(τ l1, τr3) と置くと，以下の補題により，

h = dとすれば，整数解 s, tをもつことがわかる．よって，(A,B,C)は潜在的に可約であ

る．Q.E.D.

【補題】(参照 [Tg], 定理 1.7) 整数 a, b, kに対して，方程式 ax+ by = kが整数解 (x, y)

を持つための必要十分条件は kが d = gcd(a, b)で割り切れることである．

9 M3ピタゴラス数の分類のまとめ

M3ピタゴラス数の分類を以下にまとめる．

まず，M3ピタゴラス数 (A,B,C)に対して，A2 +B2 = B2 +A2とA,B,Cの (1, 1)成

分と (2, 2)成分を入れ換えたA′, B′, C ′もA′2 +B′2 = C ′2であることから，以下の３種類

のM3ピタゴラス数は同一視する．{(
a1 a2

0 a3

)
,

(
b1 b2

0 b3

)
,

(
c1 c2

0 c3

)}
,

{(
b1 b2

0 b3

)
,

(
a1 a2

0 a3

)
,

(
c1 c2

0 c3

)}
,{(

a3 a2

0 a1

)
,

(
b3 b2

0 b1

)
,

(
c3 c2

0 c1

)}

そして，上のM3ピタゴラス数の同一視を認めたM3ピタゴラス数全体をMとする．

次に，Mの部分集合である高さ 1のM3ピタゴラス数の集合Mh=1を考える．Mh=1

は前節で説明したように，Mを代表する集合である．すなわち，MはMh=1によって直

和分割されるため，Mh=1の構造がMの構造を決めることになる．

Mh=1の構造を研究するために，Mh=1の元であるM3ピタゴラス数に，潜在的に可約

なM3 ピタゴラス数と，真に既約なM3 ピタゴラス数という概念を定義した．その結果，

前節の定理を証明することができ，これによりMh=1の真に既約なM3ピタゴラス数は原

始的であることがわかった．

以上のことから，MはMh=1の原始M3ピタゴラス数により分類できることがわかった．

10 ３乗M3ピタゴラス数

現在，M3ピタゴラス数の研究に平行して，３乗M3ピタゴラス数というものを定義し

て研究を行っている．
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【定義８】（A,B,C,D）が 3乗M3ピタゴラス数であるとは，A,B,C,D の (1, 1)成分

と (2, 2)成分は正で

A3 +B3 + C3 = D3

をみたすものをいう．

自然数におけるこの種の研究は，オイラーやハーディー，ラマヌジャンなどの研究が知

られている．しかし，部分的にはその構造は明らかにされてきてはいるが，全容を現す結

果は未だ得られていない [WM]．それでも自然数の結果を睨みながら，M3数上での研究

を行うことで，M3数特有の構造が浮かび上がるのではないかと期待している．さらに k

乗M3ピタゴラス数を同様に定義し，一般的な研究を行うことも考えている．
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