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０．はじめに 

オイラーの多面体定理は，穴の開いていない凸多面体において，𝐹𝐹 + 𝑉𝑉 − 𝐸𝐸 = 2という式が成り立つと

いうもので，とてもよく知られている定理である．ここで，𝐹𝐹, 𝑉𝑉，𝐸𝐸 は面の数，頂点の数，辺の数を

それぞれ表す．この定理は，穴の開いていない凸多面体をトポロジー的に変形させると球に変形できる

という意味を含んでいる．しかし，オイラーの多面体定理は，どのような多面体が存在するかといった

問いに対しては，意味をなさない．つまり，𝐹𝐹 + 𝑉𝑉 − 𝐸𝐸 = 2をみたす数𝐹𝐹,𝑉𝑉,𝐸𝐸を与えたとき，それらの数

をもつ凸多面体が存在するかどうかを知ることはできない．私たちはより強い条件を必要とする．1980

年代に，𝒈𝒈定理と呼ばれる定理が Billera-Lee, Stanleyによって証明された（[1]参照）．𝑔𝑔定理は三角

形の面だけで構成された凸多面体が存在するための頂点の数，辺の数，面の数にいくつかの特別な条件

を与えている． 

私たちは三角形の面だけで構成された凸多面体以外の凸多面体が存在するための条件は何かという問

題にチャレンジしている．私たちの計画は，ある凸多面体をいくつかの三角形の面だけで構成された凸

多面体に変換する方法を見つけることである．この計画から，私たちは三角形の面だけで構成された凸

多面体以外の凸多面体が存在するための条件を見つけることができるだろうと考えている．さらに，私

たちの発見した条件を，存在する𝑛𝑛次元の超凸多面体はどのようなものかという問題に拡張させる予定

である．  

 

１．研究結果の概要 

私たちの研究対象は，𝑛𝑛次元空間の中の𝒏𝒏次元凸多面体であり，以下，𝑛𝑛次元凸多面体を℘という記号

であらわす．ここで，℘が凸であるとは，℘の２点を結んだ直線上の任意の点が℘の内点であるというこ

とである．2次元凸多面体は多角形，3次元凸多面体は多面体，4次元凸多面体は多胞体のことである． 

表面が三角形だけで構成された３次元空間内の凸多面体℘で，自然数𝑟𝑟 ≥ 2に対して，ℎベクトル（第３

節で説明する）が(1, 𝑟𝑟 − 1, 𝑟𝑟 − 1,1)であるものが存在することは，𝑔𝑔定理より証明できる．そこで，℘の双

対多面体を℘�を考えると，これは𝑟𝑟角柱であり，そして℘�のℎベクトルは(1,2𝑟𝑟 − 3,−𝑟𝑟 + 3,1)となる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

詳細は後節で述べるが，私たちが独自に考えた PMT という変形を使って得られた結果の概要を，簡単

に説明する． 

𝑟𝑟角柱である℘�に PMT を𝑘𝑘回（ただし，1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑟𝑟 − 2）行うと， ℎベクトルが(1,2𝑟𝑟 − 3,−𝑟𝑟 + 1 + 𝑘𝑘, 1)の
凸多面体℘�𝑘𝑘を構成できる．私たちはこの凸多面体℘�𝑘𝑘を台形的多角柱と呼んでいる．また，℘�に PMT を    

𝑟𝑟 − 2回行うと，ℎベクトルが(1,2𝑟𝑟 − 3,0,1)である台形的多角柱℘�𝑟𝑟−2が得られ，℘�に PMT を𝑟𝑟 − 1回行うと，

ℎベクトルが(1,2𝑟𝑟 − 3,1,1)である(2𝑟𝑟 − 1)角錐℘�𝑟𝑟が得られる，という結果を得たのである．すなわち，𝑔𝑔定
理より存在が証明されたℎベクトルが(1, 𝑟𝑟 − 1, 𝑟𝑟 − 1,1)である表面が三角形だけで構成された凸多面体℘
を考えたとき，℘の双対多面体℘�から，PMTによって存在する凸多面体の𝑓𝑓ベクトルとℎベクトルを算出す

ることができたのである（主結果１参照）． 

 
ℎベクトルが(1, 𝑟𝑟 − 1, 𝑟𝑟 − 1,1)である
表面が2𝑟𝑟個の三角形だけで構成され
た凸多面体℘ 

 
℘の双対多面体を℘�は𝑟𝑟角柱であり， 
℘�のℎベクトルは，(1,2𝑟𝑟 − 3,−𝑟𝑟 + 3,1) 

双対 
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次に私たちは，私たちの３次元の凸多面体の結果を，表面が三角錐だけで構成された４次元空間内の

凸多面体℘に応用し，℘の双対多面体を℘�を考え，私たちの PMTという変形を考えることで，存在する４

次元凸多面体℘�𝑘𝑘の𝑓𝑓ベクトルとℎベクトルのいくつかの結果を得ることができた． 

 

２．単体的𝑛𝑛次元凸多面体とは 

点は 0単体，線は 1単体，三角形は２単体，三角錐は３単

体，４次元の三角錐は４単体と呼ばれ，𝑛𝑛次元空間の三角錐

は𝑛𝑛単体と呼ばれている．𝑛𝑛次元空間の𝑛𝑛単体をいくつかつな

ぎ合わせて作られている𝑛𝑛次元凸多面体のことを単体的𝒏𝒏次
元凸多面体という． 

 

３．𝑛𝑛次元凸多面体の𝑓𝑓ベクトルとℎベクトル 

3次元凸多面体℘を考える．℘の頂点の個数を𝑓𝑓0，辺の個数を𝑓𝑓1，面の個数を𝑓𝑓2とする．このとき，    

𝑓𝑓(℘) = (𝑓𝑓0,𝑓𝑓1,𝑓𝑓2)を℘の𝒇𝒇ベクトルという．オイラー・ポアンカレの公式より 

𝑓𝑓0 − 𝑓𝑓1 + 𝑓𝑓2 = 2 
であることが知られている． 

 次に，4次元凸多面体℘を考える．℘の頂点の個数を𝑓𝑓0，辺の個数を𝑓𝑓1，面の個数を𝑓𝑓2，そして℘を構成

する３次元物体の個数を𝑓𝑓3とする．𝑓𝑓(℘) = (𝑓𝑓0,𝑓𝑓1,𝑓𝑓2,𝑓𝑓3)を℘の𝑓𝑓ベクトルという．このとき，4次元凸多面

体オイラー・ポアンカレの公式は 

𝑓𝑓0 − 𝑓𝑓1 + 𝑓𝑓2 − 𝑓𝑓3 = 0 
となる． 

一般に，𝑛𝑛次元空間の𝑛𝑛次元凸多面体℘を考える．℘の頂点の個数を𝑓𝑓0，辺の個数を𝑓𝑓1，面の個数を𝑓𝑓2，
そして℘を構成する𝑟𝑟次元物体の個数を𝑓𝑓𝑟𝑟（0 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑛𝑛 − 1）とする．このとき，𝑓𝑓(℘) = (𝑓𝑓0,𝑓𝑓1,𝑓𝑓2,⋯ ,𝑓𝑓𝑛𝑛−1)
を℘の𝑓𝑓ベクトルという．そして，𝑛𝑛次元凸多面体のオイラー・ポアンカレの公式は 

𝑓𝑓0 − 𝑓𝑓1 + 𝑓𝑓2 − 𝑓𝑓3 + ⋯+ (−1)𝑛𝑛−1𝑓𝑓𝑛𝑛−1 = �
0     �𝑛𝑛：偶数�
2     �𝑛𝑛：奇数�

 

となる．２０世紀のはじめごろ以下の数学的問題が提示された． 

 

問題１．数列(𝑓𝑓0,𝑓𝑓1,𝑓𝑓2,⋯ ,𝑓𝑓𝑛𝑛−1)が与えられたとき，これを𝑓𝑓(℘) = (𝑓𝑓0,𝑓𝑓1,𝑓𝑓2,⋯ ,𝑓𝑓𝑛𝑛−1)となる𝑛𝑛次元凸多面

体℘が存在するための𝑓𝑓(℘)の条件は何か？ 

 

４．ℎベクトルと𝑔𝑔定理 

3次元凸多面体℘の𝑓𝑓ベクトルを𝑓𝑓(℘) = (𝑓𝑓0,𝑓𝑓1,𝑓𝑓2)とする． 

1 𝑓𝑓0 𝑓𝑓1 𝑓𝑓2 1
1 𝑓𝑓0 − 1 𝑓𝑓1 − 𝑓𝑓0 + 1 𝑓𝑓2 − 𝑓𝑓1 + 𝑓𝑓0 − 1
1 𝑓𝑓0 − 2 𝑓𝑓1 − 2𝑓𝑓0 + 3
1 𝑓𝑓0 − 3
1

 

 

このとき，上の図のように，数列(1,𝑓𝑓0,𝑓𝑓1,𝑓𝑓2, 1)を上部において，下方へパスカル三角形の逆操作を行う

と，最下方の右斜めに 

 
単体的でない3次元凸多面体（左）と

単体的3次元凸多面体（右） 
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(1, 𝑓𝑓0 − 3, 𝑓𝑓1 − 2𝑓𝑓0 + 3, 𝑓𝑓2 − 𝑓𝑓1 + 𝑓𝑓0 − 1) = (1, 𝑓𝑓0 − 3, 𝑓𝑓1 − 2𝑓𝑓0 + 3, 1) 
という数列が得られる．ℎ(℘) = (1,ℎ1,ℎ2,ℎ3) = (1,𝑓𝑓0 − 3, 𝑓𝑓1 − 2𝑓𝑓0 + 3, 1)と置いて，これを℘の𝒉𝒉ベクト

ルという． 

一般に，数列(1,𝑓𝑓0,𝑓𝑓1,𝑓𝑓2,⋯ ,𝑓𝑓𝑛𝑛−1, 1)を上部において，下方へパスカル三角形の逆操作で作って得られた

ℎ(℘) = (1,ℎ1,ℎ2,ℎ3,⋯ ,ℎ𝑛𝑛−1)を𝑛𝑛次元凸多面体℘のℎベクトルという． 

 

 実は，４次元以上の空間において，問題１を考えることは非常に困難となっていたため，問題１は以下

の問題２に修正された． 

 

問題２．数列(ℎ0,ℎ1,ℎ2,⋯ ,ℎ𝑛𝑛−1)が与えられたとき，ℎ(℘) = (ℎ0,ℎ1,ℎ2,⋯ ,ℎ𝑛𝑛−1)となる𝑛𝑛次元凸多面体℘
が存在するためのℎ(℘)の条件は何か？ 

 

問題２を考えるにあたり，Macaulay という数学者が，以下の計算法を定義した（[1]参照）． 

定義１．𝑎𝑎, 𝑖𝑖を正の整数とすると，𝑎𝑎 = �𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 � + �𝑎𝑎𝑖𝑖−1𝑖𝑖 − 1� + ⋯+ �
𝑎𝑎𝑗𝑗
𝑗𝑗 � , �𝑎𝑎𝑖𝑖 > 𝑎𝑎𝑖𝑖−1 > ⋯ > 𝑎𝑎𝑗𝑗 > 1�と一通りに展

開できる．このとき，𝑎𝑎〈𝑖𝑖〉を 

𝑎𝑎〈𝑖𝑖〉 = �𝑎𝑎𝑖𝑖 + 1
𝑖𝑖 + 1 � + �𝑎𝑎𝑖𝑖−1 + 1

𝑖𝑖 � + ⋯+ �
𝑎𝑎𝑗𝑗 + 1
𝑗𝑗 + 1 � 

と定義する． 

 

例えば，28 = �6
4� + �5

3� + �3
2�なので，28〈4〉 = �7

5� + �6
4� + �4

3� = 40である． 

問題２は，1980年代に，単体的 𝑛𝑛次元凸多面体℘に関して， Billera-Lee, Stanleyによって解決され

た．それが以下の定理である（[1],[3]参照）． 

 

定理１．ℎ0 = 1で数列(ℎ0,ℎ1,ℎ2,⋯ ,ℎ𝑛𝑛)が与えられたとき，ℎ(℘) = (ℎ0,ℎ1,ℎ2,⋯ ,ℎ𝑛𝑛)をもつ単体的𝑛𝑛次元

凸多面体℘が存在するためのℎ(℘)の必要十分条件は，以下の(1),(2),(3)が成り立つことである． 

 (1) ℎ𝑖𝑖 = ℎ𝑛𝑛−𝑖𝑖 (2) 1 = ℎ0 ≤ ℎ1 ≤ ℎ2 ≤ ⋯ ≤ ℎ�𝑛𝑛2�
 (3) ℎ𝑖𝑖+1 − ℎ𝑖𝑖 ≤ (ℎ𝑖𝑖 − ℎ𝑖𝑖−1)〈𝑖𝑖〉 (1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ �𝑛𝑛

2
� − 1)  

ここで，記号[𝑥𝑥]は実数𝑥𝑥の整数部を表す． 

 

 定理１を簡単にいえば，ℎベクトルが，左右対称であり，左半分の数列が増加で，右半分の数列が減少

であるとき（たとえば，ℎ(℘) = (1,2,3,4,3,2,1)など），そのようなℎベクトルをもつ単体的𝑛𝑛次元凸多面体は

存在するというものである． 

 

3次元凸多面体に関しては，存在条件に関する以下の重要な定理がある（[2]参照）． 

定理２．℘が3次元凸多面体であるためには， 

𝐸𝐸 = 𝑉𝑉 + 𝐹𝐹 − 2,  𝑉𝑉 ≤ 2𝐹𝐹 − 4,   𝐹𝐹 ≤ 2𝑉𝑉 − 4 
がすべてみたされることが必要十分条件である．  
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私たちは，私たちの研究のために有用となる２つの補題を証明した． 

補題１．℘を𝑛𝑛次元凸多面体とする．℘を𝑛𝑛 + 1次元空間𝐑𝐑𝑛𝑛+1に埋め込んで，𝐑𝐑𝑛𝑛+1の℘の頂点ではない１

点と℘の各頂点を繋いでできる𝑛𝑛 + 1次元多面体℘′は，凸多面体である． 

 

補題２．℘を𝑛𝑛次元凸多面体とし，℘′を補題１で構成した𝑛𝑛 + 1次元凸多面体とする．このとき，𝐑𝐑𝑛𝑛+1の
℘′の頂点ではない１点をうまく選ぶと，℘の各頂点を繋いでできる𝑛𝑛 + 1次元多面体は，凸多面体とな

る． 

 

さて，私たちの研究において，錐は重要な凸多面体の１つである．2次元錐℘は𝑟𝑟角形のことであり，3
次元錐℘は𝑟𝑟角形℘に３次元方向の１点から℘のすべての点に線をつないで得られた底面が𝑟𝑟角形の錐のこ

とである．そして4次元錐℘は 3 次元錐℘に 4 次元方向の１点から℘のすべての点に線をつないで得られ

た錐のことである．補題１により，このようにして，𝑛𝑛 − 1次元錐から帰納的に定義された𝑛𝑛次元錐℘は凸

多面体である．  

                         
2次元錐                     3次元錐                  ４次元錐（投影図）       

  

 私たちの研究対象である 3 次元錐℘は，底面が𝑟𝑟角形で，側面に三角形が𝑟𝑟個ある𝑟𝑟角錐である．したが

って，𝑟𝑟角錐℘は，𝑓𝑓(℘) = (𝑟𝑟 + 1,2𝑟𝑟, 𝑟𝑟 + 1)，ℎ(℘) = (1, 𝑟𝑟 − 2,1,1,1)である． 

1 𝑟𝑟 + 1 2𝑟𝑟 𝑟𝑟 + 1 1
1 𝑟𝑟 𝑟𝑟 1
1 𝑟𝑟 − 1 1
1 𝑟𝑟 − 2
1

 

4次元錐℘は，𝑓𝑓(℘) = (𝑟𝑟 + 2,3𝑟𝑟 + 1,3𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟 + 2)，ℎ(℘) = (1, 𝑟𝑟 − 2,1,1)である． 

1 𝑟𝑟 + 2 3𝑟𝑟 + 1 3𝑟𝑟 + 1 𝑟𝑟 + 2 1
1 𝑟𝑟 + 1 2𝑟𝑟 𝑟𝑟 + 1 1
1 𝑟𝑟 𝑟𝑟 1
1 𝑟𝑟 − 1 1
1 𝑟𝑟 − 2
1

 

次に，重要な凸多面体として𝑟𝑟角柱がある．そして4次元𝑟𝑟角柱℘は 3次元 𝑟𝑟角柱 ℘を 4次元方向にコピ

ーし，対応する各頂点を繋いで得られた柱のことである．このようにして，𝑛𝑛次元 𝑟𝑟角柱℘は𝑛𝑛 − 1次元 𝑟𝑟
角柱から帰納的に定義される．  

                    

3次元𝑟𝑟角柱            4次元𝑟𝑟角柱（投影図） 
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3次元𝑟𝑟角柱℘は，底面が𝑟𝑟角形で，側面に四角形が𝑟𝑟個あるものである．したがって，𝑟𝑟角柱℘は，𝑓𝑓(℘) =
(2𝑟𝑟, 3𝑟𝑟, 𝑟𝑟 + 2)，ℎ(℘) = (1,2𝑟𝑟 − 3,−𝑟𝑟 + 3,1)である． 

1 2𝑟𝑟 3𝑟𝑟 𝑟𝑟 + 2 1
1 2𝑟𝑟 − 1 𝑟𝑟 + 1 1
1 2𝑟𝑟 − 2 −𝑟𝑟 + 3
1 2𝑟𝑟 − 3
1

 

4次元𝑟𝑟角柱℘は，𝑓𝑓(℘) = (4𝑟𝑟, 8𝑟𝑟, 5𝑟𝑟 + 4, 𝑟𝑟 + 4)，ℎ(℘) = (1,4𝑟𝑟 − 4,−4𝑟𝑟 + 6, 𝑟𝑟, 1)である． 

1 4𝑟𝑟 8𝑟𝑟 5𝑟𝑟 + 4 𝑟𝑟 + 4 1
1 4𝑟𝑟 − 1 4𝑟𝑟 + 1 𝑟𝑟 + 3 1
1 4𝑟𝑟 − 2 3 𝑟𝑟
1 4𝑟𝑟 − 3 −4𝑟𝑟 + 6
1 4𝑟𝑟 − 4
1

 

 

５．台形的多角柱について    

 ３次元凸多面体の研究において，現在の私たちの研究対象は，３次元

台形的多角柱（これは私たちが勝手に名付けた名称）というものである

（右図参照）．台形的多角柱とは，底面が𝑟𝑟角形，上面がs角形，そして，

側面が三角形と四角形だけで構成された凸多面体のことである．底面が𝑟𝑟
角形，上面がs角形，側面が四角形𝑗𝑗個と三角形𝑘𝑘個をもつ台形的多角柱を

�𝑟𝑟, 𝑠𝑠; 4𝑗𝑗, 3𝑘𝑘�で表し，これを台形的多角柱のタイプと呼ぶ．特に，[𝑟𝑟, 𝑟𝑟; 4𝑟𝑟]

は𝑟𝑟角柱，[𝑟𝑟; 3𝑟𝑟]は𝑟𝑟角錐を表す． 

『台形的多角柱は単体的凸多面体とどのような関係にあるのか？』 

これが私たちの研究テーマである． 

 

６．３次元台形的多角柱の変形について 

 私たちは，３次元台形的多角柱を研究する上で，頂点の重さが𝑤𝑤𝑂𝑂の𝑟𝑟角錐というものを考える必要があ

った．それは，�𝑟𝑟, 𝑠𝑠; 4𝑗𝑗, 3𝑘𝑘�の上面のs角形を頂点Oに潰してできた𝑟𝑟角錐のことであり，これを𝒘𝒘𝑶𝑶 = 𝐬𝐬の    

𝒓𝒓角錐と呼ぶ．このとき，𝑤𝑤𝑂𝑂 = 𝑠𝑠 の 𝑟𝑟角錐の頂点の数は𝑟𝑟 + 𝑠𝑠と考える．これに注意する．そしてこの操

作を Contraction と呼ぶ． 

 

上面OP1P2P3の４角形を頂点Oの潰して得られる𝑤𝑤0 = 4の𝑛𝑛角錐 

  

また，私たちは上の変換の逆変換も重要であると考え，上の変換の逆変換，すなわち重さ𝑤𝑤𝑜𝑜 = 𝑠𝑠の頂点

を𝑟𝑟角形に広げる変換を Spread と呼ぶことにした． 

さらに，𝑤𝑤𝑂𝑂 = 𝑠𝑠 − 1の𝑛𝑛角錐から𝑤𝑤𝑂𝑂 = 𝑠𝑠 の𝑟𝑟 + 1角錐への変形を以下の図のように定義した．すなわち，

『𝑤𝑤𝑂𝑂 = 𝑠𝑠 − 1の𝑟𝑟角錐の側面のOABCの中の線分OBを削り，残された OAC を三角形に整えて𝑟𝑟 + 1角錐を作

 
台形的多角柱 
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る．そのとき，点Oの重さは𝑤𝑤𝑂𝑂 = 𝑠𝑠になったとする』のである． 

 

私たちはこの変換を Cut と呼ぶことにした．Cut の定義から，多角柱の頂点の数は𝑟𝑟 + 𝑠𝑠と変わらない

ことに注意する．さらに，Cut逆操作を Stickと呼ぶことにした． 

 

定義（Point Move Transformation, PMT） 

 タイプ�𝑟𝑟, 𝑠𝑠; 4𝑗𝑗, 3𝑘𝑘�の台形的多角柱に対して，まず Contraction によって，𝑤𝑤𝑜𝑜 = 𝑠𝑠の𝑟𝑟角錐を作り，次

に Stickによって𝑤𝑤𝑜𝑜 = 𝑠𝑠 − 1の𝑟𝑟 + 1角錐を作り，最後に Spreadによって，タイプ �𝑟𝑟 + 1, 𝑠𝑠 − 1; 4𝑗𝑗′ , 3𝑘𝑘′�
の台形的多角柱を得る操作を，頂点を動かして変形していくことから，Point Move Transformation，

略して PMTと呼ぶ． 

 

以下は，タイプ[𝑟𝑟, 4; 44, 3𝑟𝑟−4]の台形的多角柱を PMT で変換してタイプ[(𝑟𝑟 + 1), 3; 43, 3𝑟𝑟−2]の台形的多角

柱を得る変換を表した例である． 

 

 

７．３次元台形的多角柱に関する研究結果 

 𝑓𝑓ベクトルが 𝑓𝑓(℘) = (𝑟𝑟 + 2, 3𝑟𝑟, 2𝑟𝑟) ， ℎベクトルが  ℎ(℘) =

(1, 𝑟𝑟 − 1, 𝑟𝑟 − 1, 1)であるタイプ [32𝑟𝑟]の単体的凸多面体℘は（図

7.1），𝑔𝑔定理により存在する．例えば，双𝑟𝑟角錐がある．PMT により，

私たちは，まず，以下の結果を得た． 

 

 

（図 7.1） 
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主結果１．𝑟𝑟 ≥ 3とする．𝑓𝑓ベクトルが𝑓𝑓(℘) = (𝑟𝑟 + 2,3𝑟𝑟, 2𝑟𝑟)，ℎベクトルがℎ(℘) = (1, 𝑟𝑟 − 1, 𝑟𝑟 − 1,1)で
あるタイプ[32𝑟𝑟]の双𝑟𝑟角錐℘を考える．このとき℘の双対多面体℘�と，𝑘𝑘回の PMTから得られる台形的

多角柱℘�𝑘𝑘（0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑟𝑟 − 3），℘�𝑟𝑟−2と℘�𝑟𝑟−1は，それぞれ以下の通りである． 

 タイプ 𝑓𝑓ベクトル ℎベクトル 

℘� [𝑟𝑟2; 4𝑟𝑟] (2𝑟𝑟, 3𝑟𝑟, 𝑟𝑟 + 2) (1,2𝑟𝑟 − 3,−𝑟𝑟 + 3,1) 

℘�𝑘𝑘 [(𝑟𝑟 + 𝑘𝑘), (𝑟𝑟 − 𝑘𝑘); 4𝑟𝑟−𝑘𝑘, 32𝑘𝑘] (2𝑟𝑟, 3𝑟𝑟 + 𝑘𝑘, 𝑟𝑟 + 2 + 𝑘𝑘) (1,2𝑟𝑟 − 3,−𝑟𝑟 + 3 + 𝑘𝑘, 1) 

℘�𝑟𝑟−2 [(2𝑟𝑟 − 2); 42, 32𝑟𝑟−4] (2𝑟𝑟, 4𝑟𝑟 − 3,2𝑟𝑟 − 1) (1,2𝑟𝑟 − 3,0,1) 

℘�𝑟𝑟−1 [(2𝑟𝑟 − 1); 32𝑟𝑟−1] (2𝑟𝑟, 4𝑟𝑟 − 2,2𝑟𝑟) (1,2𝑟𝑟 − 3,1,1) 
 

 

主結果１の証明の概略   

(𝑟𝑟 + 1)角柱℘�を考える．℘�のどの頂点からも線

が丁度３本出ているので，℘�の双対多面体は℘は

単体的凸多面体である．そして簡単な計算から，

℘�の𝑓𝑓ベクトルは，𝑓𝑓(℘�) = (2𝑟𝑟, 3𝑟𝑟, 𝑟𝑟 + 2)であり，℘�

のℎベクトルは，ℎ(℘�) = (1,2𝑟𝑟 − 3,−𝑟𝑟 + 3,1)で，℘
の𝑓𝑓ベクトルは，𝑓𝑓(℘) = (𝑟𝑟 + 2,3𝑟𝑟, 2𝑟𝑟)であり，℘の
ℎベクトルはℎ(℘) = (1, 𝑟𝑟 − 1, 𝑟𝑟 − 1,1)であること

が，すぐにわかる． 

また，℘�のタイプは[𝑟𝑟, 𝑟𝑟; 4𝑟𝑟]である．℘�に１回の PMT を行って得られる台形的多面体℘�1のタイプは

[(𝑟𝑟 + 1), (𝑟𝑟 − 1); 4𝑟𝑟−1, 32]である．そして簡単な計算から， 

𝑓𝑓(℘�1) = (2𝑟𝑟, 3𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟 + 3), ℎ(℘�1) = (1,2𝑟𝑟 − 3,−𝑟𝑟 − 2,1) 
となることがわかる．これを繰り返して， 𝑘𝑘回（ただし，1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑟𝑟 − 3）の PMT を行って得られる台形的

多面体のタイプが[(𝑟𝑟 + 𝑘𝑘), (𝑟𝑟 − 𝑘𝑘); 4𝑟𝑟−𝑘𝑘 , 32𝑘𝑘]となり，これより 

ℎ(℘�𝑘𝑘) = (2𝑟𝑟, 3𝑟𝑟 + 𝑘𝑘, 𝑟𝑟 + 2 + 𝑘𝑘),   ℎ(℘�𝑘𝑘) = (1,2𝑟𝑟 − 3,−𝑟𝑟 + 3 + 𝑘𝑘, 1) 
も得られる． 

 

𝑘𝑘 = 𝑟𝑟 − 3のとき℘�𝑟𝑟−3のタイプは[(2𝑟𝑟 − 3), 3; 43, 32𝑟𝑟−6]で 

𝑓𝑓(℘�𝑟𝑟−3) = (2𝑟𝑟, 4𝑟𝑟 − 3,2𝑟𝑟 − 1),  ℎ(℘�𝑟𝑟−3) = (1,2𝑟𝑟 − 3,0,1) 
なので，℘�𝑟𝑟−3に PMT を行って得られる台形的多面体℘�𝑟𝑟−2のタイプは[2𝑟𝑟 − 2; 42, 32𝑟𝑟−4]となる．これより， 

𝑓𝑓(℘�𝑟𝑟−2) = (2𝑟𝑟, 4𝑟𝑟 − 3,2𝑟𝑟 − 1),  ℎ(℘�𝑟𝑟−2) = (1,2𝑟𝑟 − 3,0,1) 
となる．最後に，℘�𝑟𝑟−2に PMT を行って得られる台形的多面体℘�𝑟𝑟−1のタイプは[2𝑟𝑟 − 1; 32𝑟𝑟−1]，つまり   

2𝑟𝑟 + 1角錐となる．そして， 

𝑓𝑓(℘�𝑟𝑟−1) = (2𝑟𝑟, 4𝑟𝑟 − 2,2𝑟𝑟),   ℎ(℘�𝑟𝑟−1) = (1,2𝑟𝑟 − 3,1,1)      
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となる．（証明の概略終） 

 次に，双𝑟𝑟角錐を考え，その上部の２つの三角形だけを Cut として得られるタイ

プ[4,32𝑟𝑟−2]の凸多面体℘を考える（図 7.2）．これは定理２より凸多面体である．

主結果１と同様な証明方法で，次の結果を得た． 

 

主結果２．𝑟𝑟 ≥ 4とする．双𝑟𝑟角錐を考え，その上部の２つの三角形だけを Cutとしたタイプ[4,32𝑟𝑟−2]の
凸多面体℘を考える．このとき℘の双対多面体℘�と，𝑘𝑘回の PMT から得られる台形的多角柱℘�𝑘𝑘        
（0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑟𝑟 − 4），℘�𝑟𝑟−3と℘�𝑟𝑟−2は，それぞれ以下の通りである． 

 タイプ 𝑓𝑓ベクトル ℎベクトル 

℘� [𝑟𝑟, (𝑟𝑟 − 1); 4𝑟𝑟−1, 3] (2𝑟𝑟 − 1, 3𝑟𝑟 − 1, 𝑟𝑟 + 2) (1,2𝑟𝑟 − 4,−𝑟𝑟 + 4,1) 

℘�𝑘𝑘 [(𝑟𝑟 + 𝑘𝑘), (𝑟𝑟 − 1 − 𝑘𝑘); 4𝑟𝑟−1−𝑘𝑘 , 32𝑘𝑘+1] (2𝑟𝑟 − 1, 3𝑟𝑟 − 1 + 𝑘𝑘, 𝑟𝑟 + 2 + 𝑘𝑘) ☆ 

℘�𝑟𝑟−3 [2𝑟𝑟 − 3; 42, 32𝑟𝑟−5] (2𝑟𝑟 − 1, 4𝑟𝑟 − 5, 2𝑟𝑟 − 2) (1,2𝑟𝑟 − 4,0,1) 

℘�𝑟𝑟−2 [2𝑟𝑟 − 2; 32𝑟𝑟−2] (2𝑟𝑟 − 1, 4𝑟𝑟 − 4, 2𝑟𝑟 − 1) (1,2𝑟𝑟 − 4,1,1) 

ただし，☆は(1,2𝑟𝑟 − 4,−𝑟𝑟 + 4 + 𝑘𝑘, 1)である． 

 

８．４次元の台形的多角柱について 

 ４次元凸多面体の研究における私たちの研究対象は，４次元台形

的多角柱というものである（右図参照）．４次元台形的多角柱とは，

３次元台形的多角柱を用意し，そのコピーを作り，そのコピーを第４

の空間へ単位長さだけ移動させ，移動したコピーの頂点と元の３次

元台形的多角柱の頂点を全て線分で繋いで得られる４次元物体のこ

とである．したがって，４次元台形的多角柱には，構成するときに用

いた３次元台形的多角柱から𝑟𝑟面体が３個，𝑠𝑠面体が１個が得られ，そ

の間に五面体（三角柱）と六面体（四角柱）がそれぞれいくつか張り

付いている．以上のことから，４次元台形的多角柱のタイプを 

�𝑟𝑟3, 𝑠𝑠; 6𝑗𝑗 , 5𝑘𝑘� 
と表す．  

研究テーマ 『４次元台形的多角柱は単体的凸多面体とどのような関係にあるのか？』 

 

９．４次元台形的多角柱のＰＭＴ 

 

 私たちは，4次元の凸多面体に関する研究を行うために 4次元台形的多角柱の PMTを考えた． 

定義（4次元台形的多角柱の PMT） 

（１）３次元台形的多角柱の上面と，それを４次元空間にコピーしたものの上面との間の 3次元s角柱

を直線 OP に潰して４次元錐を作ることを Contraction，その逆を Spread という．このとき，直線 OP

の重さを𝑤𝑤𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑠𝑠とする． 

（２）潰された４次元錐の直線 OP と４次元錐の１つの頂点 Q の間にある面 OPQ を取り除くことを Cut

といい，その逆を Stickという．このとき，直線 OPの重さを𝑤𝑤𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑠𝑠 + 1をとする． 

（３）最初に Contraction，次に Stick，そして Spread という変換を PMT という． 

（図 7.2） 

 
タイプ[93, 5; 63, 54]の 

４次元台形的多角柱の投影図 
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１０．４次元の凸多面体に関する研究結果 

 

まず，𝑓𝑓ベクトルが𝑓𝑓(℘) = (𝑟𝑟 + 4, 5𝑟𝑟 + 4, 8𝑟𝑟, 4𝑟𝑟)，ℎベクトルがℎ(℘) =

(1, 𝑟𝑟, 2𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 1)であるタイプ[44𝑟𝑟]の 4次元双𝑟𝑟角錐℘（図 10.1）を考える．補題２

より℘は凸多面体である．その双対多面体℘�と，私たちが考えた PMTから得ら

れる台形的多角柱℘�𝑘𝑘の研究を行った．以下がその結果である． 

 

主結果３．𝑟𝑟 ≥ 3とする．𝑓𝑓ベクトルが𝑓𝑓(℘) = (𝑟𝑟 + 4,5𝑟𝑟 + 4,8𝑟𝑟, 4𝑟𝑟)，ℎベクトルが 

ℎ(℘) = (1, 𝑟𝑟, 2𝑟𝑟 − 2, 𝑟𝑟, 1)であるタイプ[44𝑟𝑟]の 4次元双𝑟𝑟角錐℘を考える．このとき℘の双対多面体℘�と， 

𝑘𝑘回の PMTから得られる台形的多角柱℘�𝑘𝑘（0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑟𝑟 − 3），℘�𝑟𝑟−2と℘�𝑟𝑟−1は，それぞれ以下の通りであ 

る． 

 タイプ 𝑓𝑓ベクトル ℎベクトル 

℘� [(𝑟𝑟 + 2)4; 6𝑟𝑟] (4𝑟𝑟, 8𝑟𝑟, 5𝑟𝑟 + 4, 𝑟𝑟 + 4) (1,4𝑟𝑟 − 4,−4𝑟𝑟 + 6, 𝑟𝑟, 1) 

℘�𝑘𝑘 [(𝑟𝑟 + 2 + 𝑘𝑘)3, (𝑟𝑟 + 2 − 𝑘𝑘); 6𝑟𝑟−𝑘𝑘, 52𝑘𝑘] ♤ ♢ 

℘�𝑟𝑟−2 [2𝑟𝑟, (2𝑟𝑟 − 1)2; 62, 52𝑟𝑟−4] (4𝑟𝑟, 10𝑟𝑟 − 6,8𝑟𝑟 − 5,2𝑟𝑟 + 1) (1,4𝑟𝑟 − 4,−2𝑟𝑟, 3,1) 

℘�𝑟𝑟−1 [(2𝑟𝑟 + 1), (2𝑟𝑟)2; 52𝑟𝑟−1] (4𝑟𝑟, 10𝑟𝑟 − 4,8𝑟𝑟 − 2,2𝑟𝑟 + 2) (1,4𝑟𝑟 − 4,−2𝑟𝑟 + 2,2,1) 

ここで，♤は(4𝑟𝑟, 8𝑟𝑟 + 2𝑘𝑘, 5𝑟𝑟 + 4 + 3𝑘𝑘, 𝑟𝑟 + 4 + 𝑘𝑘)，♢は(1,4𝑟𝑟 − 4,−4𝑟𝑟 + 6 + 2𝑘𝑘, 𝑟𝑟 − 𝑘𝑘, 1)である． 

 

次に，ベクトルが𝑓𝑓(℘) = (𝑟𝑟 + 4,5𝑟𝑟 + 3,8𝑟𝑟 − 3,4𝑟𝑟 − 2)，ℎベクトルが

ℎ(℘) = (1, 𝑟𝑟, 2𝑟𝑟 − 3, 𝑟𝑟 − 1,1)であるタイプ[52, 44𝑟𝑟−4]の４次元凸多面体℘

（図 10.2）を考える．やはり℘は補題 2より凸多面体である．その双対多

面体℘�と，PMT から得られる台形的多角柱℘�𝑘𝑘の研究を行った．以下がその

結果である． 

 

 

（図 10.1） 

 

（図 10.2） 
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主結果４．𝑟𝑟 ≥ 4とする．𝑓𝑓ベクトルが𝑓𝑓(℘) = (𝑟𝑟 + 4,5𝑟𝑟 + 3,8𝑟𝑟 − 3,4𝑟𝑟 − 2)，ℎベクトルが 

ℎ(℘) = (1, 𝑟𝑟, 2𝑟𝑟 − 3, 𝑟𝑟 − 1,1)であるタイプ[52, 44𝑟𝑟−4]の４次元凸多面体℘を考える．このとき℘の双対多

面体℘�と，𝑘𝑘回の PMTから得られる台形的多角柱℘�𝑘𝑘（0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑟𝑟 − 4），℘�𝑟𝑟−3と℘�𝑟𝑟−2は，それぞれ以下の

通りである． 

 タイプ 𝑓𝑓ベクトル ℎベクトル 

℘� [(𝑟𝑟 + 2)3, (𝑟𝑟 + 1); 6𝑟𝑟−1, 5] (4𝑟𝑟 − 2,8𝑟𝑟 − 3,5𝑟𝑟 + 3, 𝑟𝑟 + 4) (1,4𝑟𝑟 − 6,−4𝑟𝑟 + 9, 𝑟𝑟 − 1,1) 

℘�𝑘𝑘 [(𝑟𝑟 + 2 + 𝑘𝑘)3, (𝑟𝑟 + 1 − 𝑘𝑘); 6𝑟𝑟−1−𝑘𝑘, 52𝑘𝑘+1] ♧ ♡ 

℘�𝑟𝑟−3 [(2𝑟𝑟 − 1), (2𝑟𝑟 − 2)2; 62, 52𝑟𝑟−5] (4𝑟𝑟 − 2,10𝑟𝑟 − 11,8𝑟𝑟 − 9,2𝑟𝑟) (1,4𝑟𝑟 − 6,−2𝑟𝑟 + 1,3,1) 

℘�𝑟𝑟−2 [2𝑟𝑟, (2𝑟𝑟 − 1)2; 52𝑟𝑟−2] (4𝑟𝑟 − 2,10𝑟𝑟 − 9,8𝑟𝑟 − 6,2𝑟𝑟 + 1) (1,4𝑟𝑟 − 6,−2𝑟𝑟 + 3,2,1) 

ここで，♧は(4𝑟𝑟 − 2,8𝑟𝑟 − 3 + 2𝑘𝑘, 5𝑟𝑟 + 3 + 3𝑘𝑘, 𝑟𝑟 + 4 + 𝑘𝑘)，♡は(1,4𝑟𝑟 − 6,−4𝑟𝑟 + 9 + 2𝑘𝑘, 𝑟𝑟 − 1 − 𝑘𝑘, 1)である． 

 

 

１１．𝑛𝑛次元の凸多面体に関する今後の研究の方向性 

  

℘〈3〉をタイプ[34𝑟𝑟]の３次元双𝑟𝑟角錐とする．私たちが証明した補題２を用いると，℘〈3〉を 4次元空間に

埋め込んで，適当な 2点から℘〈3〉の各頂点を繋いで得られる 4次元多面体℘〈4〉は凸とすることができ

る．このとき，その𝑓𝑓ベクトルは𝑓𝑓�℘〈4〉� = (𝑟𝑟 + 4,5𝑟𝑟 + 4, 8𝑟𝑟, 4𝑟𝑟)，ℎベクトルはℎ�℘〈4〉� = (1, 𝑟𝑟, 2𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 1)で

ある．私たちは，定理３から，℘〈4〉の双対多面体 ℘〈4〉の PMT によって得られる凸多面体の構造を決定す

ることができた． 

そこで，さらに，℘〈4〉を 5次元空間に埋め込んで，適当な 2点から℘〈4〉の各頂点を繋いで得られる５

次元多面体℘〈5〉は，補題２より凸多面体とすることができるので，℘〈5〉の双対多面体 ℘〈5〉の PMTによっ

て得られる凸多面体の構造を研究することができる．そしてこの方法により，私たちは一般の𝑛𝑛次元空

間のこの種の凸多面体℘〈𝑛𝑛〉を得ることができて，そして，℘〈𝑛𝑛〉の双対多面体 ℘〈𝑛𝑛〉の PMTによって得られ

る凸多面体℘〈𝑛𝑛〉の構造を研究することができると考えている． 
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