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二面体群の作用で不変なグラフの閉曲面への埋め込み 

 

圓山夏生 

津山工業高等専門学校総合理工学科（４年） 

 

１．研究の動機と目的 

 本研究は，グラフ理論の「グラフの閉曲面への埋め込み

問題」という問題に取り組む．それは，現実問題として電子

回路への応用も知られている．グラフとは，「ノード（頂点）

とエッジ（辺）の集合で構成されたもの」である．閉曲面と

は，球や一人乗りの浮き輪や二人乗りの浮き輪，一般に𝑛人

乗りの浮き輪というものを指し，その浮き輪にある穴の数

を，種数（genus）と呼び，𝑔という記号で表す．そして，閉

曲面は𝑔で分類できるという定理が知られている． 

 

 𝑔 = 0       𝑔 = 1                𝑔 = 2     

図２ 閉曲面の種数𝑔 

 

さて，今回の研究テーマである「グラフの閉曲面への埋め込み問題」とは， 

『グラフをある閉曲面上に，どの２つのエッジも交わらないように描くとき， 

その閉曲面の最小種数𝑔を求めよ』  

というものである．このとき交差しなければエッジは曲面上で自由に変形できるとする． 

グラフの中には，完全グラフと呼ばれる特別なものがある．それは，「任意の２個のノ

ードを繋ぐエッジが必ず存在するグラフ」を指す．そして，完全グラフの総エッジ数は，

𝑛(𝑛 − 1)/2 であり，さらに，完全グラフは， 

𝑔 = ⌈
(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)

12
⌉ 

である閉曲面に埋め込まれ，この𝑔が最小であるということが知られている（[2]参照）．

これを完全グラフの最小種数公式と呼ぶ．ここで，記号⌈𝑥⌉は，𝑥の切り上げを表す．しか

し，完全グラフでないグラフについては埋め込み公式はわかっていない． 

以下，𝑛個のノードを持つ完全グラフを𝐾𝑛 で表す．たとえば，完全グラフ𝐾5を考える

 

図１ ５個のノードと 

８本のエッジを持つグラフ 
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と，これは完全グラフの最小種数公式より，𝑔 = ⌈
(5−3)(5−4)

12
⌉ = 1の閉曲面に埋め込まれる．

具体的な埋め込みの様子を描いたものが図３である．ここで閉曲面を上から見たとき，正

面に埋め込まれたエッジを実線で，背面に埋め込まれたエッジを点線で表している． 

 

図３ 完全グラフ𝐾5の埋め込み 

 

ここで，私は𝐾5の𝑔 = 1の閉曲面への埋め込みで回転対称をもつような埋め込みに興味

をもった．対称性という視点に立つと𝐾5自身も1/5回転対称と，５つの鏡映という対称性

を持っている．次の節で詳細に述べるが，完全グラフの部分グラフで対称性をもったもの

については，規則正しく埋め込むことができる曲面が存在するのではないかと考えた．つ

まり，どのような対称性を持つグラフがどのような曲面に埋め込まれるかという視点か

ら，グラフに関する研究を行うことにした． 

 

２．完全グラフ𝐾7と𝐾9の閉曲面への埋め込み 

 前節で述べたように，完全グラフ𝐾5については，𝑔 = 1の閉曲面へ回転対称をもつような

埋め込みが存在した．では，完全グラフ𝐾7や𝐾9の埋め込みについてはどうだろうか． 

 まず，𝑛 = 7でエッジ数𝑒 = 21をもつ完全グラフ𝐾7の埋め込みについて説明する．これは

完全グラフの最小種数公式から𝑔 = 1の閉曲面に埋め込まれる．𝐾5と同じように，私が注

目した埋め込みは，以下の図４である． 

 

図４ 

 

 完全グラフ𝐾7は，それ自身で対称性を持っている．それは，1/7回転対称と，７つの鏡
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映である．そして上に描いた𝑔 = 1の閉曲面への埋め込みは，穴に巻きつく形で1/7回転対

称性を持っている． 

 次に，𝑛 = 9でエッジ数𝑒 = 36をもつ完全グラフ𝐾9の埋め込みは完全グラフの最小種数公

式から𝑔 = 3の閉曲面に埋め込まれる．やはり，私が注目した埋め込みは，以下の図５であ

る． 

 

図５ 

 

 完全グラフ𝐾9の対称性は，1/9回転対称と，９つの鏡映である．そして上に描いた𝑔 = 3

の閉曲面への埋め込みは，穴に巻きつく形で1/3回転対称性を持っている． 

以上のことから，私は，完全グラフでないものは，最低種数𝑔を求める公式がないのだ

が，しかし，ある特定の条件の下では，公式が作れるのではないかと考えた．すなわち，

穴に巻きつくようにエッジを埋め込むという完全グラフの埋め込みをヒントにして対称性

をもつグラフを考えれば，何らかの結果が得られるのではないかと考えた． 

 

３.二面体群の作用とグラフのタイプ 

 完全グラフ𝐾𝑛は，1/𝑛回転対称と，𝑛個の鏡映軸をもつ．このことは現代の数学では，二

面体群や巡回群という概念を用いて表現される．まず，それらを以下に説明する． 

二面体群𝐷𝑛：例えば，正三角形は，1/3 回転対称性，頂点と重心を通る直線に関する対

称性（鏡映）をもつ．作用とは，1/3 回転や鏡映のことを指し，作用全体を正三角形の二

面体群𝐷3という．一般に，正𝑛角形に作用する1/𝑛 回転や鏡映の作用全体を，正𝑛角形の二

面体群𝐷𝑛という． 

 

 
1

3
 回転            鏡映 

 

図６ 

 

巡回群𝑍𝑛：二面体群𝐷𝑛の中の鏡映を除いた1/𝑛 回転だけの作用全体のことを指す． 
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 さて，グラフが与えられたとき，そのグラフが，𝐷𝑛不変であるとは，1/𝑛 回転や𝑛個の鏡

映の作用で変化しないグラフを指す．同様に，𝑍𝑛不変であるとは，そのグラフが1/𝑛 回転

の作用で変化しないグラフを指す． 

  

右に示すグラフは，10個のノードと25本

のエッジを持つグラフで，𝐷5不変なもので

ある．エッジを外周とする対称性を示す図形

を取り出すと，𝑍10不変である正10角形が１

個 ， 𝑍5 不 変 で あ る 正 5 角 形 が １ 個

（0,2,4,6,8,0），𝑍5不変である星型正5角形が

１個（1,5,9,3,7），残りは，𝑍5で移り合う直線

が５個（(0,5), (1,6), (2,7), (3,8), (4,9)）となっ

ている． 

以下，本論文では，正 10角形を𝑍10で，正5角形や星型正5角形を𝑍5で，そして直線を𝑍1で

表わし，このグラフを 

𝐺10[5𝑍1 ⊕ 2𝑍5 ⊕ 𝑍10; 25]（𝐷5不変） 

と表すことにし，グラフ𝐺10のタイプと呼ぶ．また，以下において，𝐺10を構成する部分グラ

フをそれぞれ，𝑍1(0,5)，𝑍1(1,6)，𝑍1(2,7)，𝑍1(3,8)，𝑍1(4,9)，𝑍5(0,2,4,6,8)，𝑍5(1,5,9,3,7)，

𝑍10(0,1, ⋯ ,9)と表す．()内は部分グラフのノードの番号を表す． 

一般に，𝑝を素数，𝑞をある正の整数としたとき， 

𝐺𝑞𝑝[𝑖1𝑝𝑍1 ⊕ 𝑖𝑝𝑍𝑝 ⊕ 𝑖𝑞𝑝𝑍𝑞𝑝; 𝑒]   (𝑍𝑝不変) 

と書いたら，これは，その要素が，𝑝個の直線𝑍1が𝑖1個，𝑍𝑝不変な正𝑝角形が𝑖𝑝個，𝑍𝑝不変な

正𝑞𝑝角形が𝑖𝑞𝑝個で構成されていることを表し，さらに，𝑞𝑝個ノードと𝑒個のエッジをもつグ

ラフであることも示すものである．ここで，𝑒 = 𝑖1𝑝 + 𝑖𝑝 ⋅ 𝑝 + 𝑖𝑝𝑞 ⋅ (𝑝𝑞)である．そして，こ

れをグラフ𝐺𝑞𝑝のタイプと呼ぶ． 

 この定義をもとに，改めて完全グラフ𝐾7の埋め込みを考えると，𝐾7のタイプは， 

𝐺7[3𝑍7; 21]（𝐷7不変） 

であり，𝑔 = 1の閉曲面へ𝑍7不変に埋め込むことができる．また，完全グラフ𝐾9のタイプは， 

𝐺9[4𝑍9; 36]（𝐷3不変） 

で，𝑔 = 3の閉曲面へ𝑍3不変に埋め込むことができる．  

 

４.ハブを経由した埋め込み 

グラフの閉曲面への埋め込みを，なるべく分かりやすく行なうために，条件付きハブと

いうものを考案した．これについて局所的な埋め込みを表した図８を使って説明する． 

番号付きの点はノードの番号を表わし，番号つきの円は閉曲面の穴の番号を表す．そし

 

図７ 
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て，ℎ𝐴, ℎ𝐵は閉曲面の上面に設置されたハブ（以下，上面ハブという）を，ℎ𝑎 , ℎ𝑏は閉曲面

の下面に設置されたハブ（以下，下面ハブという）を表し，ℎ3, ℎ6は閉曲面の穴付近に設置

されたハブ（以下，両面ハブという）で，実線から点線に移す役割を果たすものである．

さらにℎ̅3, ℎ̅6は閉曲面の穴付近に設置された両面ハブで，点線から実線に移す役割を果たす

ものである．以上のことから，ハブを使って表された局所的な図では，エッジの埋め込み

をノードが並べられた直線𝐿の上側だけで行うものとしてもよいので，以下そのようにす

る． 

 

図８（グラフと条件付きハブを用いた埋め込み） 

 

 図８は左図のグラフをある閉曲面の穴 3と穴 6の周りに埋め込んだ様子で，ハブを用い

て表したものである．具体的には，エッジ(1,4)と(1,6)はハブℎ𝐴とℎ𝐵を経由して，エッジ

(1,7)はハブℎ𝑎とℎ𝑏を経由して，エッジ(1,3)はハブℎ𝑎とℎ̅3を経由して埋め込まれている．そ

して，エッジ(2,4)，(2,5)と(2,7)はいずれもハブℎ3経由して埋め込まれている．このように

ハブを使うと，埋め込まれたエッジの中で束ねられるものは見かけ上１本のエッジとして

表せるため，描くエッジの本数を少なくできるという利点がある．  

 

定義１． エッジ(𝑠1, 𝑡1)がハブℎ∗を経由して埋め込まれるとき，(𝑠1, 𝑡1)はℎ∗経由で埋め込

み可能であるという． 

 

定義２．記号ℎ∗([𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛], [𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑟])を，ℎ∗経由の局所埋め込みという．このとき番

号𝑖𝑘 , 𝑗𝑘は[ ]内のノードの番号であり，左から右に並んだ順の番号で，𝑗1は𝑖𝑛の右に位置

する．さらに[𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛]がハブℎ∗に入るノードを, [𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑟]がハブℎ∗から向かうノー

ドを意味する． 
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閉曲面上の領域でその内部の任意のループを 1点に収縮（可縮という）できるものを単

連結領域という（図１０）．ところで，グラフの埋

め込みに関して，閉曲面上の閉領域内にループと

して埋め込まれた曲線については，可縮を行って

も閉曲面の種数は変化しない．したがって，単連

結領域内での連続変形に可縮は含めてもよい  

 

位相幾何学におけるジョルダン曲線の定理を確

認する． 

 

ジョルダン曲線の定理．単連結領域𝐷上に置かれた自己交差をもたない閉曲線Γ（ジョル

ダン曲線）は，𝐷を内側と外側に分ける． 

 

次の命題は，ジョルダン曲線の定理から直ちに示される． 

 

命題１．単連結領域𝐷内のジョルダン曲線Γの内側にある点𝑎

と外側にある点𝑏を考える．このとき，エッジ(𝑎, 𝑏)はΓと交差

する． 

 

命題２．２つのエッジ(𝑎, 𝑏)と(𝑎, 𝑐)が曲面上の単連結領域𝐷内に，自己交差しない曲線とし

てそれぞれ埋め込まれ，しかし２つの曲線は交差している（無限交差の場合も含む）とす

る．このとき，それらの交点を連続変形により全て外して自己交差しない曲線(𝑏, 𝑎, 𝑐)とす

ることができる． 

 

図１１ 

（証明）まず，埋め込まれた曲線も(𝑎, 𝑏)と(𝑎, 𝑐)と書くことにする．単連結領域内に点𝑏′を

考え，それを𝑏と重ねて置く．そして𝑏′を曲線(𝑎, 𝑏)に沿って𝑎の方向へスライドさせる．こ

のとき，もし𝑏′が(𝑎, 𝑏)と(𝑎, 𝑐)の交点と出会ったなら，その交点も同時にスライドさせる．

𝑏′が𝑎に達したら，曲線(𝑎, 𝑐)は単連結領域内の点𝑎の周りにループをもつ曲線となる．そこ

でそれらのループを全て𝑎に可縮することで，自己交差しない曲線(𝑏, 𝑎, 𝑐)が得られる．  

Q.E.D.  

 

 

図９ 

 

図１０（種数 3 の閉曲面上の単連結領域） 
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次に，ハブℎ∗経由の局所埋め込みℎ∗([𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛], [𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑟])に関する以下の３つの命題

を証明する．  

 

命題３．ハブℎ∗は上面ハブまたは下面ハブとし，ℎ∗経由の局所埋め込みをℎ∗([𝑖1], [𝑗1, 𝑗2])と

する．そしてノード𝑠, 𝑡について以下の(1),(2)を考える．ただし，𝑡はsの右側にあるとす

る． 

(1) 𝑠, 𝑡はどちらも𝑖1と𝑗1の間のノードである．ただし，𝑠 = 𝑖1, 𝑡 = 𝑗1も許す． 

(2) 𝑠は𝑖1の左側で𝑡は𝑗2の右側にある．ただし，𝑠 = 𝑖1, 𝑡 = 𝑗2も許す． 

このとき，𝑠, 𝑡が(1)か(2)のどちらかを満足するならば，エッジ(𝑠, 𝑡)はℎ∗経由で埋め込み可

能である． 

                

（証明）(1)の場合，エッジ(𝑠, 𝑡)と(𝑖1, 𝑗1)を考えると，命題２より(𝑠, 𝑡)と(𝑖1, 𝑗1)は交差しな

いように埋め込むことができ，このとき(𝑠, 𝑡)は(𝑖1, 𝑗2)とも交差しない．(2)の場合も同様

で，命題２より(𝑠, 𝑡)とと(𝑖1, 𝑗2)は交差しないように埋め込むことができる．このとき(𝑠, 𝑡)

は(𝑖1, 𝑗1)とも交差しない．したがって，エッジ(𝑠, 𝑡)はℎ∗経由で埋め込み可能である．  

Q.E.D. 

   

図１２ 

 

命題４．ハブℎ∗は上面ハブまたは下面ハブとし，ℎ∗経由の局所埋め込みをℎ∗([𝑖1], [𝑗1, 𝑗2])と

する．そしてノード𝑠, 𝑡について以下の(1),(2)を考える．ただし，𝑡はsの右側にあるとす

る． 

(1) 𝑠は𝑖1の左側で𝑡は𝑖1と𝑗2の間にある．(2)  𝑡は𝑗2の右側で𝑠は𝑖1と𝑗2の間にある． 

このとき，𝑠, 𝑡が(1)か(2)のどちらかを満足するならば，エッジ(𝑠, 𝑡)はℎ∗経由で埋め込み可

能ではない． 

 

   

  図１３ 

 

（証明）(1)のとき，ハブを外してループするエッジ(𝑖1, 𝑗1, 𝑗2, 𝑗1)を考えるとそれはジョルダ

ン曲線Γとなる．このとき，エッジ(𝑠, 𝑡)の埋め込みは𝐿の上側で考えているため，(𝑠, 𝑡)はΓ

の内点を通過しなければならない．したがって，命題１より(𝑠, 𝑡)は(𝑖1, 𝑗1)またはエッジ
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(𝑖1, 𝑗2)と必ず交わる．(2)の場合も(1)と同じ理由からエッジ(𝑠, 𝑡)はエッジ(𝑖1, 𝑗1)またはエ

ッジ(𝑖1, 𝑗2)と必ず交わる．したがって，(𝑠, 𝑡)は，ℎ∗経由で埋め込み可能ではない．Q.E.D. 

 

命題５．ハブℎ∗は両面ハブとし，ℎ∗経由の局所埋め込みをℎ∗([𝑖1], [𝑗1, 𝑗2])とする．このとき

ノード𝑠, 𝑡について以下が成り立つ．ただし𝑠は𝑡の左側にあるとする． 

(1) 𝑠は𝑖1の左側で𝑡は𝑗1と𝑗2の間にあるとき，エッジ(𝑠, 𝑡)はℎ∗経由で埋め込み可能ではな

い． 

 (2) 𝑠は𝑖1の右側にあるとき，エッジ(𝑠, 𝑡)はℎ∗経由で埋め込み可能である． ただし，𝑠 =

𝑖1も許す． 

 

（証明）(1)の場合(図１４)，ℎ∗を外して穴𝑁を考え，ノード(𝑖1, 𝑗1)の実線から点線に変

わる点を𝑗1
′とする．同様にノード(𝑖1, 𝑗2)の実線から点線に変わる点を𝑗2

′とする．そして，ル

ープするエッジ(𝑗1, 𝑗1
′ , 𝑗2

′ , 𝑗2, 𝑗1)を考えるとそれはジョルダン曲線Γとなる．このとき，エッ

ジ(𝑠, 𝑡)の埋め込みは𝐿の上側で考えているため，(𝑠, 𝑡)はΓの内点を通過しなければならな

い．したがって，命題１より(𝑠, 𝑡)は(𝑖1, 𝑗1)またはエッジ(𝑖1, 𝑗2)と必ず交わる．よって，

(𝑠, 𝑡)はℎ∗経由で埋め込み可能ではない．(2)の場合が成り立つことは明らかである（図１

５）．Q.E.D. 

    

図１４                  図１５ 

 

上の３つの命題は，以下で挙げる定理の証明に用いる．そのために，例えば，エッジ

(𝑠, 𝑡)が，点𝑠からハブℎ𝑋とℎ𝑌を実線で経由して，ℎ𝑌から𝑡まで点線で埋め込まれることを， 

(𝑠 − ℎ𝑋 − ℎ𝑌 ⋯ 𝑡) 

で表す． 

定義３．ある閉曲面上にℎ∗とℎ∘という２つのハブがあり，ℎ∗経由の局所埋め込みを

ℎ∗([𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛], [𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑟])，ℎ∘経由の局所埋め込みをℎ∘([𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛], [𝑙1, 𝑙2, ⋯ , 𝑙𝑟])と

する．もし𝑘1 − 𝑖1 = ⋯ = 𝑘𝑛 − 𝑖𝑛 =  𝑙1 − 𝑗1 = ⋯ = 𝑙𝑟 − 𝑗𝑟 = 𝑢が成り立つとき，ハブℎ∗と

ℎ∘は対等であるという．このとき，ℎ∘経由の局所埋め込みを，ℎ∗を右方向へ𝑢平行移動さ

せた埋め込みという． 

命題６．ハブℎ∗の局所埋め込みをℎ∗([𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛], [𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑟])とする．このとき，𝑘1 = 𝑗𝑟

で，さらに，𝑘1 − 𝑖1 = ⋯ = 𝑘𝑛 − 𝑖𝑛 =  𝑙1 − 𝑗1 = ⋯ = 𝑙𝑟 − 𝑗𝑟 = 𝑢となるノード𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛と

𝑙1, 𝑙2, ⋯ , 𝑙𝑟を用いると，新たにハブℎ∘を置き，必要なら閉曲面に穴を空け，そしてℎ∗を右方

向へ𝑢平行移動させた埋め込みとなるℎ∘経由の局所埋め込みを作ることができる． 
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図１６ 

（証明）ハブℎ∗が両面ハブであれば命題が成り立つことは明らかである．ハブℎ∗は上面ハ

ブとする．ℎ∘と連結しているノードは全て𝑘1の右側に位置するので，ℎ∘をノードと考え，

エッジ(𝑘1, ℎ∘)がℎ∗経由の局所埋め込みのどのエッジとも交差しないことを示せば十分であ

る．さらに，ℎ∗と連結しているノードは全て𝑗𝑟の左側に位置するので，ℎ∗をノードと考

え，エッジ(ℎ∗, 𝑗𝑟)がエッジ(𝑘1, ℎ∘)と交差しないことを示せば十分となる．そして命題２よ

り(ℎ∗, 𝑗𝑟)と(𝑘1, ℎ∘)は交差しないように埋め込むことができる．ノード𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛と

𝑙1, 𝑙2, ⋯ , 𝑙𝑟の配置の条件と定義３から，ℎ∘経由の局所埋め込みは，ℎ∗を右へ𝑢平行移動させ

た埋め込みとなる．Q.E.D. 

 

５. 𝐷𝑝不変な𝐺2𝑝 の𝑔 = 𝑝の閉曲面への𝑍𝑝不変な埋め込み 

 完全グラフではない場合は，巡回群𝑍𝑝不変なグラフについて研究を行えばよいと考え

た．𝐾14は𝑔 = 10の曲面に埋め込めるが，少しエッジを減らして，グラフ𝐺2×7のタイプが 

𝐺14[14𝑍1 ⊕ 4𝑍7 ⊕ 𝑍14; 56]（𝐷7不変）を考えると，これが種数7の閉曲面へ𝑍7不変に埋め込

み可能であることがわかった．それが図１７である． 

 

ここで，𝐺14を構成する部分グラフは，𝑍14(0,1,2, ⋯ ,13)，𝑍7(0,2,4, ⋯ ,12），

𝑍7(0,4,8, ⋯ ,10），𝑍7(1,3,5, ⋯ ,13），𝑍7(1,5,9, ⋯ ,11），と７本のエッジ𝑍1(1,4)，𝑍1(7,10)，

𝑍1(13,2)，𝑍1(5,8)，𝑍1(11,0)，𝑍1(3,6)，𝑍1(9,12)と７本のエッジ𝑍1(1,6)，𝑍1(7,12)，

     

𝐺14[14𝑍1 ⊕ 4𝑍7 ⊕ 𝑍14; 56]（𝐷7不変）   𝑔 = 7の閉曲面への埋め込み（𝑍7不変） 

図１７ 
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𝑍1(13,4)，𝑍1(5,10)，𝑍1(11,2)，𝑍1(3,8)，𝑍1(9,0)である．そこで，これを一般化して定理を

示す． 

 

定理１．𝑝を7以上の素数とする．このとき，𝑔 = 𝑝 の閉曲面へ𝑍𝑝不変に埋め込まれる𝐷𝑝

不変なグラフ𝐺2𝑝で，そのタイプが𝐺2𝑝[2𝑝𝑍1 ⊕ 4𝑍𝑝 ⊕ 𝑍2𝑝; 8𝑝 ]となるものが存在する． 

 

（証明）球面を用意し，2𝑝個のノードを球面上の１つの大円上に0,1,2,3,4,5,6,7,8, ⋯ ,2𝑝 −

1と番号の順序に従い並べる．そして𝑝個の

穴を開け，種数𝑝の閉曲面を作る．穴の番号

は，0,2,4, ⋯ ,2𝑝とし，ノードと同じ番号の近

くの穴に割り振る． 

まず，穴2の周りの局所的な埋め込みを命

題５を利用して完成させる．ハブを使った

具体的な埋め込みが図１８である．以下，

この埋め込みを構成する． 

 (1) エッジ(0,4)は(0 − ℎ2 ⋯ 4)として埋 

め込む． 

(2) 命題５より，エッジ(2𝑝 − 1,3)は((2𝑝 − 1) − ℎ2 ⋯ 3)として埋め込める． 

(3) 命題５より，エッジ(2𝑝 − 1,4)は((2𝑝 − 1) − ℎ2 ⋯ 4)として埋め込める．  

(4) 命題５より，エッジ(1,4)は(1 − ℎ2 ⋯ 4)として埋め込める． 

(5) エッジ(2,4)は(2 ⋯ ℎ𝑏 ⋯ ℎ𝑐 ⋯ 4)として埋め込む．  

(6) エッジ(2𝑝 − 1,1)は((2𝑝 − 1) − ℎ𝐵 − ℎ𝐶 − 1)として埋め込む． 

 

 

図１９ 

（穴2の周りの各ハブを経由した埋め込みの右方向へ2平行移動させた埋め込み） 

 

以上より，穴2の周りの埋め込みが完成する．そして命題６により，上面に埋め込まれた

実線のエッジは，穴2の周りの各ハブを右方向へ2平行移動させた埋め込みとすることがで

 

図１８（穴2の周りの埋め込み） 
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きる．必要なら穴 4を適当に移動させて穴 4の周りの埋め込みとする．同様に，命題６によ

り，下面に埋め込まれた点線のエッジも穴2の周りの各ハブを右方向へ2平行移動させた埋

め込みとすることができる．したがって，この平行移動を𝑝回繰り返すことで，最終的に得

られた埋め込みは𝑍𝑝不変となる． 

同時に，𝐺2𝑝を構成する部分グラフが，𝑍2𝑝(0,1,2, ⋯ , (2𝑝 − 1))，𝑍𝑝(0,2, ⋯ , (2𝑝 − 2))，

𝑍𝑝(0,4, ⋯ , (2𝑝 − 4)) , 𝑍𝑝(1,3, ⋯ , (2𝑝 − 1)), 𝑍𝑝(1,5, ⋯ , (2𝑝 − 3)) ， 𝑝 本 のエ ッジ 𝑍1(1,4),

𝑍1(7,10), ⋯ , 𝑍1((2𝑝 − 5), (2𝑝 − 2))と，𝑝本のエッジ𝑍1(1,6), 𝑍1(7,12), ⋯ , 𝑍1((2𝑝 − 5), 0)で

あることもいえた．これにより，𝐺2𝑝のタイプが𝐺2𝑝[2𝑝𝑍1 ⊕ 4𝑍𝑝 ⊕ 𝑍2𝑝; 8𝑝 ]であることもわ

かった．  

最後に，このグラフ𝐺2𝑝が𝐷𝑝不変であることを示す．ノード0と2𝑝 − 1の間の中点とノード

𝑝 − 1と𝑝の間の中点とを結んだ直線を𝐿とする．直線を𝐿について𝐺2𝑝が対称であれば，𝐺2𝑝は

𝑍𝑝対称であることは明らかであるから𝐷𝑝不変となる． 

直線𝐿について対称な点があることを示すには𝑎 + 𝑏 = 2𝑝 − 1となる番号𝑎, 𝑏のノードが

存在すればよい．明らかに，部分グラフ𝑍2𝑝(0,1,2, ⋯ , (2𝑝 − 1))は直線を𝐿について対称であ

る．そして𝑍𝑝(1,3, ⋯ , (2𝑝 − 1))と 𝑍𝑝(0,2, ⋯ , (2𝑝 − 2))が直線を𝐿について対称である．実

際，𝑍𝑝(1,3, ⋯ , (2𝑝 − 1))の中のエッジ(2𝑘 − 1, 2𝑘 + 1)とエッジ(2(𝑝 − 𝑘), 2(𝑝 − 𝑘 − 1)) 

は，2𝑘 − 1 + 2(𝑝 − 𝑘) = 2𝑘 + 1 + 2(𝑝 − 𝑘 − 1) = 2𝑝 − 1より対称である．同様にして，

𝑍𝑝(0,4, ⋯ , (2𝑝 − 4))と 𝑍𝑝(1,5, ⋯ , (2𝑝 − 3))も直線𝐿について対称である．𝑝本のエッジ

𝑍1(1,4), 𝑍1(7,10), ⋯ , 𝑍1((2𝑝 − 5), (2𝑝 − 2))についてもこの直線𝐿について対称である．実

際，𝑍1(𝑘, (𝑘 + 3))と𝑍1((2𝑝 − 𝑘 − 1), (2𝑝 − 𝑘 − 4))を考えると， 

𝑘 + (2𝑝 − 𝑘 − 1) = (𝑘 + 3) + (2𝑝 − 𝑘 − 4) = 2𝑝 − 1 

より対称である．同様にして，𝑝本エッジ𝑍1(1,6), 𝑍1(7,12), ⋯ , 𝑍1((2𝑝 − 5), 0)も

𝑍1(𝑘, (𝑘 + 5))と𝑍1((2𝑝 − 𝑘 − 1), (2𝑝 − 𝑘 − 6))を考えると 

𝑘 + (2𝑝 − 𝑘 − 1) = (𝑘 + 5) + (2𝑝 − 𝑘 − 6) = 2𝑝 − 1 

より対称である．したがって，𝐺2𝑝は𝐷𝑝不変である．Q.E.D. 

 

定理１に関連して，以下の予想を立てている． 

予想１．𝐺2𝑝を𝑔 = 𝑝の閉曲面に𝑍𝑝不変に埋め込まれる𝐾2𝑝の𝐷𝑝不変な部分グラフとする

（𝑝 ≥ 7）．このとき，𝐺2𝑝の総エッジ数𝑒の最大値は8𝑝である． 

 

６.𝐷𝑝不変な𝐺3𝑝 の𝑔 = 𝑝の閉曲面への𝑍𝑝不変な埋め込み 

 𝐷𝑝不変なグラフ𝐺2𝑝の研究の研究に引き続き，完全グラフではない𝑍𝑝不変なグラフ𝐺3𝑝に

ついて研究した． 

図２０は，タイプが𝐺15[15𝑍1 ⊕ 3𝑍5 ⊕ 2𝑍15; 60]（𝑍5不変）であるグラフを，𝑔 = 5 の閉

曲面へ𝑍5不変に埋め込んだ図である．𝐺15を構成する部分グラフは，𝑍15(0,1,2, ⋯ ,14), 

𝑍15(0,2,4, ⋯ ,11,13)，𝑍5(0,3,6,9,12)，𝑍5(1,4,7,10,13），𝑍5(2,5,8,11,14）と５本のエッジ
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𝑍1(0,4), 𝑍1(3,7), 𝑍1(6,10), 𝑍1(9,13),𝑍1(12,1),５本のエッジ𝑍1(0,5), 𝑍1(3,8), 𝑍1(6,11), 𝑍1(9,14), 

𝑍1(12,2)と５本のエッジ𝑍1(1,5), 𝑍1(4,8), 𝑍1(7,11), 𝑍1(10,14), 𝑍1(13,2)である．これを以下の

定理２のように一般化できる． 

                

 𝐺15[15𝑍1 ⊕ 3𝑍5 ⊕ 2𝑍15; 60]（𝐷5不変）    𝑔 = 5の閉曲面への埋め込み（𝑍5不変） 

図２０ 

 

定理２．𝑝を5以上の素数とする．このとき，𝑔 = 𝑝 の閉曲面へ𝑍𝑝不変に埋め込まれる𝐷𝑝

不変なグラフ𝐺3𝑝で，そのタイプが𝐺3𝑝[3𝑝𝑍1 ⊕ 3𝑍𝑝 ⊕ 2𝑍3𝑝; 12𝑝 ]となるものが存在する．  

（証明）球面を用意し，3𝑝個のノードを球面上の

１つの大円上に0,1,2,3,4,5,6,7,8, ⋯ ,3𝑝 − 1と番号の順

序に従い並べる．そして𝑝個の穴を開け，種数𝑝の閉

曲面を作る．穴の番号は，0,3,6, ⋯ ,3𝑝 − 3とし，ノー

ドと同じ番号の近くの穴に割り振る． 

まず，穴0の周りの局所的な埋め込みを命題５を利

用して完成させる．ハブを使った具体的な埋め込み

が図２１である．以下，この埋め込みを構成する． 

(1) ４個のノード0, 2, 4, 6を結んだエッジは

     (0 ⋯ ℎ̅0 − 2 − 4 ⋯ 6)として埋め込む．  

(2) 命題５より，エッジ(0,4)は(0 ⋯ ℎ̅0 − 4)として埋め込める． 

(3) 命題５より，エッジ(0,5)も(0 ⋯ ℎ̅0 − 5)として埋め込める． 

(4) 命題５より，エッジ(1,5)は(1 ⋯ ℎ̅0 − 5)として埋め込める． 

(5) 命題５より，エッジ(1,4)は(1 ⋯ ℎ̅0 ⋯ 4)として埋め込める．  

(6) エッジ(0,3)は(0 ⋯ ℎ𝑎 ⋯ ℎ𝑏 ⋯ 3)として埋め込む． 

(7) エッジ(2,5)は(2 − ℎ𝐴 − ℎ𝐵 − 5)として埋め込む． 

 

図２１ 
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図２２ 

 

以上より，穴0の周りの埋め込みが完成した．そして命題６により，上面に埋め込まれた

実線のエッジは，穴0の周りの各ハブを右方向へ3平行移動させた埋め込みとすることがで

きる．必要なら穴 3を適当に移動させて穴 3の周りの埋め込みとする．同様に，命題６によ

り，下面に埋め込まれた点線のエッジも穴0の周りの各ハブを右方向へ3平行移動させた埋

め込みとすることができる．したがって，この平行移動を𝑝回繰り返すことで，最終的に得

られた埋め込みは𝑍𝑝不変となる． 

同時に，𝐺3𝑝を構成する部分グラフが，𝑍3𝑝(0,1, ⋯ , (3𝑝 − 1))，𝑍3𝑝 (0,2, ⋯ , (3𝑝 − 1))，

𝑍𝑝 (0,3, ⋯ , (3𝑝 − 3)),𝑍𝑝 (1,4, ⋯ , (3𝑝 − 2)),𝑍𝑝 (2,5, ⋯ , (3𝑝 − 1))，𝑝本のエッジ𝑍1(0,4),

𝑍1(3,7), ⋯ , 𝑍1( (3𝑝 − 3), 1)と，𝑝本エッジ𝑍1(0,5), 𝑍1(3,8), 𝑍1(6,11), ⋯ , 𝑍1( (3𝑝 − 3), 2)と，

𝑝本エッジ𝑍1(1,5), 𝑍1(4,8), ⋯ , 𝑍1((3𝑝 − 2), 2)であることもいえた．これにより，𝐺3𝑝のタイ

プが𝐺3𝑝[3𝑝𝑍1 ⊕ 3𝑍𝑝 ⊕ 2𝑍3𝑝; 12𝑝 ]であることもわかった．  

また，𝐺3𝑝が𝐷𝑝不変である証明は，定理１と同様にして，ノード0と3𝑝 − 1の間の中点と

ノード
3

2
𝑝 −

1

2
とを結んだ直線を𝐿とし，𝐿について𝐺3𝑝[3𝑝𝑍1 ⊕ 3𝑍𝑝 ⊕ 2𝑍3𝑝; 12𝑝 ]が対称であ

ることから示される．Q.E.D. 

 

定理２に関連して，以下の予想も立てている． 

予想２．𝐺3𝑝を𝑔 = 𝑝の閉曲面に𝑍𝑝不変に埋め込まれる𝐾3𝑝の𝐷𝑝不変な部分グラフとする

（𝑝 ≥ 5）．このとき，𝐺3𝑝の総エッジ数𝑒の最大値は12𝑝である． 

 

 

７.𝐷𝑝不変な𝐺𝛼𝑝 の𝑔 = 𝑝 + 1の閉曲面への𝑍𝑝不変な埋め込み 

節５と節６で扱った埋め込みから，各曲面の中心に穴を増やすことで，エッジ数を増や

しても𝑍𝑝不変性を崩さないような𝐷𝛼𝑝不変なグラフを作ることができるのではないかと考

えた．図２３は，𝐷7不変なグラフ𝐺14[28𝑍1 ⊕ 4𝑍7 ⊕ 𝑍14; 70]の𝑔 = 8の閉曲面への𝑍7不変な

埋め込みの様子である． 
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 𝐺14[28𝑍1 ⊕ 4𝑍7 ⊕ 𝑍14; 70]（𝐷7不変）    𝑔 = 8の閉曲面への埋め込み（𝑍7不変） 

図２３ 

 

この埋め込みを一般化し定理１と同様な手法で，以下に挙げる定理３から定理６も証明

することができた． 

 

定理３．𝑝を7以上の素数とする．このとき，𝑔 = 𝑝 + 1 の閉曲面へ𝑍𝑝不変に埋め込まれる

𝐷𝑝不変なグラフ𝐺2𝑝で，そのタイプが𝐺2𝑝[4𝑝𝑍1 ⊕ 4𝑍𝑝 ⊕ 𝑍2𝑝; 10𝑝 ]となるものが存在す

る．  

 

定理３で得られる具体的な𝐺2𝑝を構成する部分グラフは， 定理１の証明の中で挙げたも

のに 𝑝本エッジ𝑍1(1,8), 𝑍1(3,10), ⋯ , 𝑍1((𝑝 − 1), 𝑝 + 6)と𝑝本エッジ𝑍1(1,10), 𝑍1(3,12),

⋯ , 𝑍1(𝑝 − 1, 𝑝 + 8)を追加したものである．図２４は，証明に用いた平行移動する穴２と中

心に開けた穴 Cの周りの埋め込みであり，各ハブを右方向へ2平行移動させた埋め込みと

することができ，さらに，この平行移動を𝑝回繰り返すことで，最終的に得られた埋め込

みは𝑍𝑝不変となる． 

 

 

図２４ 

 



77 

また，図２５は，𝐺15の形で𝐷5不変なグラフ𝐺15[25𝑍1 ⊕ 3𝑍5 ⊕ 2𝑍15; 70]の𝑔 = 6の閉曲面

への𝑍5不変な埋め込みの様子である．この埋め込みを一般化し定理２と同様な手法で，以

下の定理４を証明することができた． 

        

 𝐺15[25𝑍1 ⊕ 3𝑍5 ⊕ 2𝑍15; 70]（𝐷5不変）    𝑔 = 6の閉曲面への埋め込み（𝑍5不変） 

図２５ 

   

定理４．𝑝を5以上の素数とする．このとき，𝑔 = 𝑝 + 1 の閉曲面へ𝑍𝑝不変に埋め込まれる

𝐷𝑝不変なグラフ𝐺3𝑝で，そのタイプが𝐺3𝑝[5𝑝𝑍1 ⊕ 3𝑍𝑝 ⊕ 2𝑍3𝑝; 14𝑝 ]となるものが存在す

る． 

 

定理４で得られる具体的な𝐺3𝑝を構成する部分グラフは，定理２の証明の中で挙げたも

のに 𝑝本エッジ𝑍1(2,6), 𝑍1(5,9), ⋯ , 𝑍1(𝑝 − 1, 𝑝 + 3)と𝑝本エッジ𝑍1(2,9), 𝑍1(5,12),

⋯ , 𝑍1(𝑝 − 1, 𝑝 + 6)を追加したものである． 図２６は，証明に用いた平行移動する穴 0の

周りの埋め込みであり，各ハブを右方向へ2平行移動させた埋め込みとすることができ，

さらに，この平行移動を𝑝回繰り返すことで，最終的に得られた埋め込みは𝑍𝑝不変とな

る． 

 

図２６ 
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定理５．𝑝1を5以上の素数，𝑝2を𝑝2 ≥ 𝑝1なる素数とする．このとき，𝑔 = 𝑝2 の閉曲面へ

𝑍𝑝2
不変に埋め込まれる𝑍𝑝2

不変なグラフ𝐺𝑝1𝑝2
で，そのタイプが𝐺𝑝1𝑝2

[2𝑝2𝑍1 ⊕ 2𝑍𝑝2
⊕

3𝑍𝑝1𝑝2
; (3𝑝1 + 4)𝑝2 ]となるものが存在する． 

 

図２７は，証明に用いた平行移動する穴 0の周りの埋め込みであり，各ハブを右方向へ

𝑝1平行移動させた埋め込みとすることができ，さらに，この平行移動を𝑝2回繰り返すこと

で，最終的に得られた埋め込みは𝑍𝑝2
不変となる．ただし，ノード1とDの間のノードXにつ

いても，(X − ℎ0 ⋯ (X + 2)), (X − ℎ0 ⋯ (X + 3))という埋め込みがある． 

 

図２７ 

 

定理６．𝑝1を5以上の素数，𝑝2を𝑝2 ≥ 𝑝1なる素数とする．このとき，𝑔 = 𝑝2 + 1の閉曲面

へ𝑍𝑝2
不変に埋め込まれる𝑍𝑝2

不変なグラフ𝐺𝑝1𝑝2
で，そのタイプが𝐺𝑝1𝑝2

[4𝑝2𝑍1 ⊕ 2𝑍𝑝2
⊕

3𝑍𝑝1𝑝2
; (3𝑝1 + 6)𝑝2]となるものが存在する． 

 

図２８ 

 

図２８は，証明に用いた平行移動する穴 0の周りの埋め込みであり，各ハブを右方向へ

𝑝1平行移動させた埋め込みとすることができ，さらに，この平行移動を𝑝2回繰り返すこと

で，最終的に得られた埋め込みは𝑍𝑝2
不変となる．ただし，ノード1とDの間のノードXにつ
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いても，(X − ℎ0 ⋯ (X + 2)), (X − ℎ0 ⋯ (X + 3))という埋め込みがある． 

 

８.本研究で得られた成果 

 本研究では，ある種の𝐷𝑝不変なグラフに関して埋め込むことができる閉曲面の種数𝑔を

決定するだけでなく，具体的な𝑍𝑝不変に埋め込む方法を示したことが成果である。しか

し，これらが最低種数であることを示すことはできなかった。 

 

９．今後の研究の予定 

（１）今回の研究を行なう中で，グラフ自体に表れるエッジの交点数をノードで割った量

（交点密度と呼んでいる）が埋め込む閉曲面の種数と何か関係があるのではないかと考え

た。このことについて取り組みたい。 

（２）グラフ理論は四色問題とも関係が深いことが知られているので，今回示した定理を

利用して，埋め込まれたグラフによって閉曲面が何色に塗り分けられるのかについて研究

しようとも考えている。 

 

謝辞 

本論文に対して，日本数学教育学会高専・大学部会の先生方から貴重な多くのアドバイス

をいただき，とても参考になりました．ここに感謝申し上げます． 

 

参考文献 

[1] 野口健太，平面グラフ・曲面上のグラフ，オペレーションズ・リサーチ学会，2016

年，12 月号，pp.832-836 

[2] 小舘崇子，グラフの曲面への埋め込みについて，東京女子大学紀要論集. 科学部門

報告 / 東京女子大学学会 編，第 62巻，pp.1931-1942，2011 年 


