
複素関数論（数学特論，５年選択）の理解のための問題と解説（その２）

－ 問 題 －
[問題 1] 次のべき級数の収束半径𝑅を求めよ。

(1)     ∑ (
𝑧

3
)

𝑛
∞

𝑛=1

                  (2)     ∑
𝑧𝑛

𝑛 + 1

∞

𝑛=1

       (3)     ∑ 𝑛! 𝑧𝑛−1

∞

𝑛=1

           (4)     ∑
5𝑛

𝑛!
𝑧𝑛

∞

𝑛=1

,    

[問題 2] sin 𝑧 = 0の解は𝑧 = 𝑛𝜋（𝑛は整数 ）であることを証明せよ。

[問題 3] log 𝑧 = log|𝑧| + 𝑖(arg 𝑧 + 2𝑛𝜋)  (𝑛は整数)を用いて，log(−𝑖)の全ての値を求めよ。

[問題 4] 𝑧𝛼 = 𝑒𝛼 log 𝑧を用いて，次の数𝑧について|𝑧|とarg 𝑧を求めよ。

(1) 𝑧 = 𝑖
1

3    (2) 𝑧 = (−𝑖)𝑖         (3) 𝑧 = (√3 + 𝑖)
1+𝑖 

[問題 5] 複素平面全体において，次の関数の極とその位数をすべて求めよ。

(1) 
1

𝑧2
        (2) 

1+𝑧

(1−𝑧)2(2𝑖+𝑧)3

[問題 6] 複素平面全体において，次の関数の極𝑧0とその留数Res(𝑧0) を全て求めよ。

(1)  
𝑧

𝑧−𝑖
      (2)   

𝑧−1

(𝑧+1)(𝑧+2𝑖)

[問題 7] 𝐶を複素平面上の単一曲線とし，𝐷を𝐶の内部領域とするとき，次の複素積分の値を求めよ。

(1) 3𝑖 ∈ 𝐷のとき

∫
𝑧

𝑧 − 3𝑖𝐶

𝑑𝑧

(2) −𝑖 ∈ 𝐷 のとき

 ∫
𝑧3

(𝑧 + 𝑖)2
𝐶

𝑑𝑧

(3) 0, 𝑖 ∈ 𝐷 のとき

∫
𝑧2 + 1

𝑧2(𝑧 − 𝑖)𝐶

𝑑𝑧

[問題 8] 次の関数を部分分数に展開せよ。

(1) 
1

𝑥(𝑥+2)(𝑥−2)
  (2) 

𝑥

(𝑥−1)2(𝑥−2)

[問題 9] 次の公式を用いて，逆ラプラス変換を求めよ。（公式：ℒ−1 [
1

𝑠𝑛+1] =
𝑡𝑛

𝑛!
, ℒ−1 [

1

(𝑠−𝑎)𝑛+1] =
𝑡𝑛

𝑛!
𝑒𝑎𝑡）

(1) ℒ−1 [
2

𝑠(𝑠+1)(𝑠−2)
]       (2) ℒ−1 [

𝑠−1

𝑠2(𝑠+1)
]



－ 解 説 と 解 答 －

[問題 1]  (1) 𝑅 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
= lim

𝑛→∞

3𝑛+1

3𝑛 = 3  

(2) 𝑅 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
= lim

𝑛→∞

𝑛+1

𝑛+2
= lim

𝑛→∞

1+
1

𝑛

1+
2

𝑛

= 1

(3) 𝑅 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
= lim

𝑛→∞

𝑛!

(𝑛+1)!
= lim

𝑛→∞

1

𝑛+1
= 0

(4) 𝑅 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
= lim

𝑛→∞

5𝑛(𝑛+1)!

5𝑛+1𝑛!
= lim

𝑛→∞

(𝑛+1)

5
= ∞

[問題 2] 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦と置く（ただし，𝑥, 𝑦 は実数）。sin 𝑧 = sin(𝑥 + 𝑖𝑦) = sin 𝑥 cosh 𝑦 + 𝑖 cos 𝑥 sinh 𝑦 = 0よ

り，sin 𝑥 cosh 𝑦 = 0,     cos 𝑥 sinh 𝑦 = 0である。cosh 𝑦 =
𝑒𝑦+𝑒−𝑦 

2
> 0より，sin 𝑥 = 0である。したがって，

𝑥 = 𝑛𝜋（𝑛は整数）となる。よって，cos 𝑥 = cos 𝑛𝜋 = ±1であるので，sinh 𝑦 =
𝑒𝑦−𝑒−𝑦 

2
= 0となる。したが

って，𝑦 = 0となる。ゆえに，𝑧 = 𝑛𝜋である。

[問題 3] log(−𝑖) = log|−𝑖| + 𝑖(arg(−𝑖) + 2𝑛𝜋) = 0 + 𝑖 (−
π

2
+2𝑛𝜋)

[問題 4] (1) 𝑧 = 𝑖
1

3 = 𝑒
1

3
log 𝑖 = 𝑒

1

3
(log|𝑖|+𝑖(arg 𝑖+2𝑛𝜋)) = 𝑒0+

𝑖

3
(

𝜋

2
+2𝑛𝜋)

= 𝑒0𝑒𝑖(
𝜋

6
+

2𝑛

3
𝜋)

よって，|𝑧| = 𝑒0 = 1,   arg 𝑧 =
𝜋

6
+

2𝑛

3
𝜋

(2) 𝑧 = (−𝑖)𝑖 = 𝑒𝑖 log(−𝑖) = 𝑒𝑖(log|−𝑖|+𝑖(arg(−𝑖)+2𝑛𝜋)) = 𝑒−(−
𝜋

2
+2𝑛𝜋)+𝑖(0+2𝑛𝜋)

= 𝑒−(−
𝜋

2
+2𝑛𝜋)

𝑒𝑖(2𝑛𝜋)

よって，|𝑧| = 𝑒−(−
𝜋

2
+2𝑛𝜋)

,   arg 𝑧 = 2𝑛𝜋

(3) 𝑧 = (√3 + 𝑖)
1+𝑖 

= 𝑒(1+𝑖) log(√3+𝑖) = 𝑒
(1+𝑖)(log|√3+𝑖|+𝑖(arg(√3+𝑖)+2𝑛𝜋))

= 𝑒
(1+𝑖)(log 2+𝑖(

𝜋
6

+2𝑛𝜋))
= 𝑒

(log 2−
𝜋
6

−2𝑛𝜋)+𝑖(log 2+
𝜋
6

+2𝑛𝜋)
= 𝑒

(log 2−
𝜋
6

−2𝑛𝜋)
𝑒𝑖(log 2+

𝜋
6

+2𝑛𝜋)

よって，|𝑧| = 𝑒
(log 2−

𝜋

6
−2𝑛𝜋)

,   arg 𝑧 = log 2 +
𝜋

6
+ 2𝑛𝜋

[問題 5] (1) 𝑧 = 0（2位の極） (2) 𝑧 = 1（2位の極），𝑧 = −2𝑖（3位の極）

[問題 6] (1) Res(𝑖) = 𝑧|𝑧=𝑖 = 𝑖     (2) Res(−1) =
𝑧−1

𝑧+2𝑖
|

𝑧=−1
=

−2

−1+2𝑖
，Res(−2𝑖) =

𝑧−1

𝑧+1
|

𝑧=−2𝑖
=

−2𝑖−1

−2𝑖+1
=

3−4𝑖

5

[問題 7] (1) ∫
𝑧

𝑧−3𝑖𝐶
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖Res(3𝑖) = 2𝜋𝑖(𝑧|𝑧=3𝑖) =  2𝜋𝑖 × 3𝑖 = −6𝜋

(2) ∫
𝑧3

(𝑧+𝑖)2𝐶
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖Res(−𝑖) = 2𝜋𝑖((𝑧3)′|𝑧=−𝑖) = 2𝜋𝑖(3𝑧2|𝑧=−𝑖) =  2𝜋𝑖 × (−3) = −6𝜋𝑖

(3)∫
𝑧2+1

𝑧2(𝑧−𝑖)𝐶
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖(Res(0) + Res(𝑖)) = 2𝜋𝑖 ((

𝑧2+1

𝑧−𝑖
)

′

|
𝑧=0

+
𝑧2+1

𝑧2 |
𝑧=𝑖

) = 2𝜋𝑖 (
𝑧2−2𝑖𝑧−1

(𝑧−𝑖)2 |
𝑧=0

+ 0)

      =  2𝜋𝑖 × (1) = 2𝜋𝑖

[問題 8] (1) 
1

𝑥(𝑥+2)(𝑥−2)
=

𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥+2
+

𝐶

𝑥−2
と置くと，𝐴 = Res(0) =

1

(𝑥+2)(𝑥−2)
|

𝑥=0
= −

1

4
,

𝐵 = Res(−2) =
1

𝑥(𝑥−2)
|

𝑥=−2
=

1

8
 ,  𝐶 = Res(2) =

1

𝑥(𝑥+2)
|

𝑥=2
=

1

8
である。よって，

1

𝑥(𝑥 + 2)(𝑥 − 2)
=

−
1
4

𝑥
+

1
8

𝑥 + 2
+

1
8

𝑥 − 2



(2) 
𝑥

(𝑥−1)2(𝑥−2)
=

𝐴

𝑥−1
+

𝐵

(𝑥−1)2 +
𝐶

𝑥−2
と置くと，𝐴 = Res(−1) = (

𝑥

𝑥−2
)

′
|

𝑥=1
=

−2

(𝑥−2)2 
|

𝑥=1
= −2, 

𝐵 =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑥

(𝑥−1)(𝑥−2)𝐶
= Res(1) =

𝑥

𝑥−2
|

𝑥=1
= −1，𝐶 = Res(2) =

𝑥

(𝑥−1)2|
𝑥=2

= 2である。よって，

𝑥

(𝑥 − 1)2(𝑥 − 2)
=

−2

𝑥 − 1
+

−1

(𝑥 − 1)2
+

2

𝑥 − 2

[問題 9] (1) 
2

𝑠(𝑠+1)(𝑠−2)
=

−1

𝑠
+

2/3

𝑠+1
+

1/3

𝑠−2
であるので，

ℒ−1 [
2

𝑠(𝑠 + 1)(𝑠 − 2)
] = ℒ−1 [

−1

𝑠
] + ℒ−1 [

2/3

𝑠 + 1
] + ℒ−1 [

1/3

𝑠 − 2
] = −1 +

2

3
𝑒−𝑡 +

1

3
𝑒2𝑡

(2) 
𝑠−1

𝑠2(𝑠+1)
=

2

𝑠
+

−1

𝑠2 +
−2

𝑠+1
であるので，

ℒ−1 [
𝑠 − 1

𝑠2(𝑠 + 1)
] = ℒ−1 [

2

𝑠
] + ℒ−1 [

−1

𝑠2
] + ℒ−1 [

−2

𝑠 + 1
] = 2 − 𝑡 − 2𝑒−𝑡


