
複素積分と留数定理

１．微分積分の基本定理（𝑓(𝑥) = 𝐹′(𝑥) の定積分は𝐹(𝑥)の𝐷 = [𝑎, 𝑏]の端点（境界）𝑎, 𝑏の値

で定まるという定理）

【微分積分の基本定理】

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥)
𝑏

𝑎

２．グリーンの定理（𝑑𝑤の面積分は𝑤の境界の積分で定まるという定理）

𝑤 = 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦,    𝑑𝑤 = (
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
) 𝑑𝑥𝑑𝑦とすると，

【グリーンの定理】

∫ 𝑤
𝐶

= ∫ 𝑑𝑤
𝐷

ここで，𝐶 は単一曲線で，𝐷 = 𝐼𝑛(𝐶)である。また，

𝑑𝑤 =
𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑥 +

𝜕𝑄

𝜕𝑥
𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 +

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑥 +

𝜕𝑄

𝜕𝑦
𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑦 =

𝜕𝑄

𝜕𝑥
𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 −

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦

である。

＊ 微分形式𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦のルール（向きを考えた微分）
𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑥 = 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑦 = 0, 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑥 = −𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦

３．複素積分は複素平面上の単一曲線𝐶上で考える。

（注意）グリーンの定理から，複素平面上の関数 𝑓(𝑧) の𝐶上の積分は，𝐶の内部𝐷 = 𝐼𝑛(𝐶) 

にも影響を受ける。𝐷に𝑓(𝑧)の発散するような点 𝑧 = 𝑎 がある場合，どうするかを考えなく

てはいけない。

【定理１】 𝑓(𝑧)は𝐷 = 𝐼𝑛(𝐶)内で正則とすると，

∫ 𝑓(𝑧)
𝐶

𝑑𝑧 = 0

（証明）微分積分学の基本定理より明らか。

【定理２】 𝑎 ∈ 𝐷 = 𝐼𝑛(𝐶), 𝑓(𝑧)は𝐷で正則のとき

∫
𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑎𝐶

𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 𝑓(𝑎)



       

（証明）𝐶𝑎: 𝑧 = 𝜀𝑒𝑖𝜃 + 𝑎と置く。図より 𝐶′ + 𝐿1 − 𝐶′
𝑎 + 𝐿2 − 𝐿2 + 𝐶𝑎

′′ − 𝐿1 + 𝐶′′ = 𝐶 − 𝐶𝑎よ

り，

∫
𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑎𝐶

𝑑𝑧 = ∫
𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑎𝐶𝑎

𝑑𝑧

である。𝑑𝑧 = 𝑖𝜀𝑒𝑖𝜃𝑑𝜃より，

∫
𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑎𝐶𝑎

𝑑𝑧 = ∫ 𝑓(𝜀𝑒𝑖𝜃 + 𝑎)
2𝜋

0

𝑑𝜃 = lim
𝜀→0

∫ 𝑓(𝜀𝑒𝑖𝜃 + 𝑎)
2𝜋

0

𝑑𝜃 = 2𝜋𝑖𝑓(𝑎)

よって，∫
𝑓(𝑧)

𝑧−𝑎𝐶
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 𝑓(𝑎)である。

一般に，以下が成り立つ。（証明は略す。）

【定理３】 𝑎 ∈ 𝐷, 𝑓(𝑧)は𝐷 = 𝐼𝑛(𝐶)で正則のとき

∫
𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑎)𝑛
𝐶

𝑑𝑧 =
2𝜋𝑖𝑓(𝑛−1)(𝑎)

(𝑛 − 1)!

【定義】   
𝑓(𝑧)

(𝑧−𝑎)𝑛において，𝑎を孤立特異点といい，
𝑓(𝑛−1)(𝑎)

(𝑛−1)!
を𝑎の留数といい，𝐑𝐞𝐬(𝒂)と

書く。また，𝑎を𝒏位の極という

定理３を言葉で書くと，

∫
𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑎)𝑛
𝐶

𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 × (𝑎の留数)

４．留数定理

定理３を応用して次の定理が得られる。

【留数定理】 𝑓(𝑧)は𝐷 = 𝐼𝑛(𝐶) で𝑎𝑘  (𝑘 = 1, ⋯ , 𝑟)以外で正則のとき

∫ 𝑓(𝑧)
𝐶

𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 × (𝑎𝑘  の留数の和)

（例１）3 ∈ 𝐷 = 𝐼𝑛(𝐶)のとき，次の複素積分の値を求めよ。

∫
𝑧2

𝑧 − 3𝐶

𝑑𝑧

[解答]

孤立特異点𝑧 = 3は1位の極であって，その留数は，Res(3) = 𝑧2|𝑧=3 = 9である。よって，



∫
𝑧2

𝑧 − 3𝐶

𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 × 9 = 18𝜋𝑖

（例２）3 ∈ 𝐷 = 𝐼𝑛(𝐶)のとき，次の複素積分の値を求めよ。

∫
𝑧2

(𝑧 − 3)3
𝐶

𝑑𝑧

[解答]

孤立特異点𝑧 = 3は3位の極であって，その留数は，Res(3) = (𝑧3)′′|𝑧=3 = 2|𝑧=3 = 2である。

よって，

∫
𝑧2

(𝑧 − 3)3
𝐶

𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 ×
2

2!
= 2𝜋𝑖

（例３）0, 𝑖 ∈ 𝐷 = 𝐼𝑛(𝐶)のとき，次の複素積分の値を求めよ。

∫
2𝑧3 + 𝑖

𝑧(𝑧 − 𝑖)2
𝐶

𝑑𝑧

[解答]

孤立特異点𝑧 = 0は 1位の極であって，その留数は，Res(0) =
2𝑧3+𝑖

(𝑧−𝑖)2|
𝑧=0

= −𝑖である。

また，孤立特異点𝑧 = 𝑖は2位の極であって，その留数は，Res(𝑖) = (
2𝑧3+𝑖

𝑧
)

′

|
𝑧=𝑖

=
4𝑧3−𝑖

𝑧2 
|

𝑧=𝑖
=

5𝑖である。よって，

∫
2𝑧3 + 𝑖

𝑧(𝑧 − 𝑖)2
𝐶

𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 × (−𝑖 + 5𝑖) = −8𝜋

演習  次の複素積分の値を求めよ。

（１）2𝑖 ∈ 𝐷 = 𝐼𝑛(𝐶)のとき，

∫
𝑧

𝑧 − 2𝑖𝐶

𝑑𝑧

（２）2𝑖 ∈ 𝐷 = 𝐼𝑛(𝐶) のとき，

 ∫
𝑧4

(𝑧 − 2𝑖)3
𝐶

𝑑𝑧

（３）0, −𝑖 ∈ 𝐷 = 𝐼𝑛(𝐶) のとき，

∫
𝑧4 + 𝑖

𝑧2(𝑧 + 𝑖)𝐶

𝑑𝑧


