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定理． 𝑧平面上の半径𝑟，中心𝑧0の円𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 + 𝑧0 は，𝑑 = 𝑟2 − 𝑧0𝑧0̅ ≥ 0 と置くと，𝑤 =

1/𝑧 変換で以下のように変換される。

（１）𝑑 ≠ 0のとき，𝑤 = (𝑟𝑒𝑖𝜃 − 𝑧0̅)/𝑑である。これは，𝑤平面上の半径𝑟/𝑑，中心−𝑧0̅/𝑑

の円を意味する。

（２）𝑑 = 0のとき，𝑧0𝑤 + 𝑧0̅𝑤̅ = 2である。これは，𝑤平面上の直線を意味する。

（証明）𝑧0 = 𝑏 + 𝑐𝑖と置くと，𝑑 = 𝑟2 − 𝑏2 − 𝑐2であり，𝑧平面上の円は𝑥𝑦平面上では
(𝑥 − 𝑏)2 + (𝑦 − 𝑐)2 = 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑

となる。これは，𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑏𝑥 − 2𝑐𝑦 = 𝑑より𝜆 = 𝑏 − 𝑐𝑖と置くことでと，

𝑧𝑧̅ − 𝜆𝑧 − 𝜆̅𝑧̅ = 𝑑
となる。この円を1/𝑧変換したとき，𝑤平面上では，

𝑑𝑤𝑤̅ + 𝜆̅𝑤 + 𝜆𝑤̅ = 1
となる。𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣とすると，𝑢𝑣平面上では

𝑑(𝑢2 + 𝑣2) + 𝑏𝑢 − 𝑐𝑣 = 1
となる。
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を得る。これは，半径を𝑟′，中心を𝑤0とすると，
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の円を意味する。

𝑑 = 0のときは，
𝑏𝑢 − 𝑐𝑣 = 1

を得る。これは，𝑧0𝑤 + 𝑧0̅𝑤̅ = 2を表す。



例
(1)   𝑧平面上の円 𝑧 = 3𝑒𝑖𝜃 + 1 + √3𝑖 を考える。これは，半径 𝑟 = 3，中心 𝑧0 = 1 + √3𝑖の

円であり，𝑑 = 𝑟2 − 𝑧0𝑧0̅ = 9 − 4 = 5 である。したがって，𝑤 = 1/𝑧変換でこの円は，

𝑤 =
3𝑒𝑖𝜃 − (1 − √3𝑖)

5
に変換される。

(2) 𝑧平面上の円𝑧 = 2𝑒𝑖𝜃 − √3 + 𝑖を考える。これは，半径 2，中心 𝑧0 = −√3 + 𝑖の円であり，

𝑑 = 𝑟2 − 𝑧0𝑧0̅ = 4 − 4 = 0 である。したがって，𝑤 = 1/𝑧変換でこの円は直線

(−√3 + 𝑖)𝑢 + (−√3 − 𝑖)𝑣 = 2

に変換される。

４．練習

次の円を，𝑤 = 1/𝑧変換で変換せよ。

(1) 𝑧平面上の円 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 + 2𝑒𝑖(
2𝜋

3
)

(2) 𝑧平面上の円 𝑧 = 3𝑒𝑖𝜃 + 3𝑒𝑖(
2𝜋

3
)


