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流れ星の観測待ち時間の推定  
 

１．流れ星の観測待ち時間の推定  

流れ星の 5 分ごとの観測データを考える．  

 
 表 1（流れ星のデータ）  

回 数 (𝑛𝑛)  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  
個 数 (𝑥𝑥𝑛𝑛)  1  0  0  2  0  1  3  0  1  0  

    
そしてポアソン分布𝑃𝑃𝑂𝑂�0.8�の事前分布はガンマ分布とする．以下において，表 1（流れ星のデー
タ） から，次に𝑛𝑛個の流れ星を約 90%の確率で観測できるためには，何分待つ必要があるかという
問題を考える．  

ガンマ分布𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑛𝑛, 𝜆𝜆)の確率密度関数は， 
 
 

であった．特に，𝑛𝑛 = 1のとき， 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥|𝑛𝑛, 𝜆𝜆) = 
𝜆𝜆𝑛𝑛 

Γ(𝑛𝑛) 𝑥𝑥
𝑛𝑛−1𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆  (1)  

 

これは指数分布𝐺𝐺𝐺𝐺�1,𝜆𝜆�と呼ばれた．  
      

𝑓𝑓(𝑥𝑥|1, 𝜆𝜆) = 𝜆𝜆𝜆𝜆−𝜆𝜆𝜆𝜆 (2)  

指数分布𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑛𝑛, 𝜆𝜆)の意味を考えてみよう．そのために，𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆𝜆𝜆−𝜆𝜆𝜆𝜆と置くと，  
𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −𝜆𝜆2𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 = −𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑥𝑥) 

となる．これより，  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −𝜆𝜆� 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥

0
+ 𝐶𝐶 

を得る．𝑥𝑥 = 0のとき𝑓𝑓(0) = 𝜆𝜆より𝐶𝐶 = 𝜆𝜆となる．よって，  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆 �1 −� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥

0
�                                                                          �3� 

を得た．ここで，𝛥𝛥𝛥𝛥を微小時間𝑥𝑥とし，𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆を𝛥𝛥𝛥𝛥内である事象が起こった確率と考えると，               

𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝛥𝛥𝛥𝛥 = �1 −� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥

0
�  × (𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆) 

は，時刻𝑥𝑥から𝑥𝑥 + 𝛥𝛥𝛥𝛥の間に事象が起こる確率を意味する．よって，  

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 =  �  𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆

𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

は，𝑥𝑥時間までの間に事象が起こらない確率を意味する．以上のことを以下にまとめる．  
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(1)  指数分布𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑛𝑛, 𝜆𝜆)の確率密度関数𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆𝜆𝜆−𝜆𝜆𝜆𝜆は，単位時間あたりに平均𝜆𝜆回起こる事象において， 
その事象の発生間隔が𝑥𝑥単位時間である確率を表す．  

(2)  𝐺𝐺𝐺𝐺�1, 𝜆𝜆�の平均𝑉𝑉[𝑋𝑋] = 1/𝜆𝜆は，その事象の平均発生間隔時間を表す．  

�3� �  𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆
𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 は，𝑥𝑥時間までの間に事象が起こらない確率を意味する． 

 
    表 1（流れ星のデータ）から，次に流れ星を観測するまでの待ち時間は，指数分布𝐺𝐺𝐺𝐺�1, 0.8�に従い， 
そのグラフは以下である．  

 
 
 
 
 

 
 

平均待ち時間は，平均𝐸𝐸[𝑋𝑋]に単位時間である 5 分を掛けてやればよく 
 

𝐸𝐸[𝑋𝑋] × 5 =
5

0.8
= 6.25分後 

となる．このことから，𝑥𝑥 =2.9までの間に流れ星が発生しない確率を予測してみると，  

� 0.8𝑒𝑒−0.8𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑
2.9

0
∼ 0.90 

が得られる．したがって，流れ星を約 90%の確率で観測するには，2.9 × 5 = 14.5 分待てばよい．  
 
 
問題１．以下の流れ星の５分ごとの観測データ（表2）について，以下の問いに答えよ． 

表2（流れ星のデータ）  
回 数 (𝑛𝑛)  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  
個 数 (𝑥𝑥𝑛𝑛)  1  0  0  3  0  0  2  0  0  1  

 
(1) 流れ星の個数の分布はポアソン分布𝑃𝑃𝑂𝑂(𝜆𝜆)と考えたとき，５分ごとの平均発生個数𝜆𝜆を求めよ． 
(2) 流れ星を観測するまでの平均待ち時間を求めよ． 
(3) ３分までの間に流れ星が発生しない確率を求めよ． 
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２．𝒏𝒏個の流れ星の観測待ち時間の推定  

    では，表 8.1（流れ星のデータ）から，次に𝑛𝑛個の流れ星を見つめるためには，平均何分待つ必要が
あるか考えてみよう．  

   𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2は互いに独立で，確率密度関数はそれぞれ，𝑓𝑓𝑋𝑋1
�𝑥𝑥1� , 𝑓𝑓𝑋𝑋2

�𝑥𝑥2�とする．このとき，𝑌𝑌 = 𝑋𝑋1 + 𝑋𝑋2の確率
密度関数𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦)を求める．そのために 

𝑃𝑃(𝑌𝑌 ≤ 𝑦𝑦) = � 𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑦𝑦

−∞
 

を𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦)と置く． 
𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑌𝑌 ≤ 𝑦𝑦) = 𝑃𝑃�𝑋𝑋1 + 𝑋𝑋2 ≤ 𝑦𝑦� = 𝑃𝑃�𝑋𝑋2 ≤ 𝑦𝑦 − 𝑋𝑋1� 

= � 𝑓𝑓𝑥𝑥1
�𝑥𝑥1� �� 𝑓𝑓𝑋𝑋2

�𝑥𝑥2�𝑑𝑑𝑥𝑥2

𝑦𝑦−𝑥𝑥1

−∞
�𝑑𝑑𝑥𝑥1

∞

−∞
             

                                                                        = � 𝑓𝑓𝑥𝑥1
�𝑥𝑥1� �� 𝑓𝑓𝑋𝑋2

�𝑢𝑢 − 𝑥𝑥1�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑦𝑦

−∞
�𝑑𝑑𝑥𝑥1

∞

−∞
         �𝑥𝑥2 ≔ 𝑢𝑢 − 𝑥𝑥1� 

= � �� 𝑓𝑓𝑋𝑋2
�𝑢𝑢 − 𝑥𝑥1�𝑓𝑓𝑥𝑥1

�𝑥𝑥1�𝑑𝑑𝑥𝑥1

𝑦𝑦

−∞
� 𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞
              

したがって，𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦)は𝑓𝑓𝑋𝑋1
�𝑥𝑥1�と𝑓𝑓𝑋𝑋2

�𝑥𝑥2�の畳み込み，すなわち 

𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦)＝𝑓𝑓𝑋𝑋2
�𝑢𝑢 − 𝑥𝑥1�𝑓𝑓𝑥𝑥1

�𝑥𝑥1�𝑑𝑑𝑥𝑥1 = 𝑓𝑓𝑋𝑋1
∗ 𝑓𝑓𝑋𝑋2

 

であることがわかった． 
 
    さて，2 個の流れ星の待ち時間の分布を求めよう．1 個の流れ星の待ち時間は，指数分布𝐺𝐺𝑎𝑎(𝑛𝑛, 𝜆𝜆)に従
い，その確率密度関数は𝑓𝑓(𝑥𝑥|1, 𝜆𝜆) = 𝜆𝜆𝜆𝜆−𝜆𝜆𝜆𝜆であったので，Y = X + X = 2Xの確率密度関数𝑓𝑓(𝑦𝑦|2, 𝜆𝜆)を求め
ればよい．(4)より，  

𝑓𝑓�𝑦𝑦|2, 𝜆𝜆� = 𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 ∗ 𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 = 𝜆𝜆2� 𝑒𝑒−𝜆𝜆(𝑦𝑦−𝑥𝑥)𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑦𝑦

0
= 𝜆𝜆2𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 � 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑦𝑦

0
= 𝜆𝜆2𝑦𝑦𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 

  次に，3 個の流れ星の待ち時間の分布を求めよう．そのためには，Y = 2X + Xの確率密度関数𝑓𝑓(𝑦𝑦|3, 𝜆𝜆) 

を求めればよい．(4)より，  

𝑓𝑓�𝑦𝑦|3, 𝜆𝜆� = 𝜆𝜆2𝑥𝑥𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 ∗ 𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 = 𝜆𝜆3� 𝑥𝑥𝑒𝑒−𝜆𝜆(𝑦𝑦−𝑥𝑥)𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑦𝑦

0
= 𝜆𝜆3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 � 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑦𝑦

0
=
𝜆𝜆3

2
𝑦𝑦2𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 

同様に，4 個の流れ星の待ち時間の分布を求めるには，Y = 3X + Xの確率密度関数𝑓𝑓(𝑦𝑦|4, 𝜆𝜆)を求めれば
よく，(8.4)より，  

𝑓𝑓�𝑦𝑦|4, 𝜆𝜆� =
𝜆𝜆3

2
𝑥𝑥2𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 ∗ 𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 =

𝜆𝜆4

2
� 𝑥𝑥2𝑒𝑒−𝜆𝜆(𝑦𝑦−𝑥𝑥)𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑦𝑦

0
=
𝜆𝜆4

2
𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 � 𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑦𝑦

0
=
𝜆𝜆4

3!
𝑦𝑦3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 

となる．これを繰り返して，𝑛𝑛個の流れ星の待ち時間の分布の確率密度関数𝑓𝑓(𝑥𝑥|𝑛𝑛, 𝜆𝜆)  

𝑓𝑓(𝑥𝑥|𝑛𝑛, 𝜆𝜆) =
𝜆𝜆𝑛𝑛

�𝑛𝑛 − 1�!
𝑥𝑥𝑛𝑛−1𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 =

𝜆𝜆𝑛𝑛

Γ(𝑛𝑛)
𝑥𝑥𝑛𝑛−1𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 

であることがわかる．これはガンマ分布𝐺𝐺𝑎𝑎(𝑛𝑛, 𝜆𝜆)の確率密度関数である．  

以上のことから以下のことがいえた．  
 



数理・データサイエンス教材 

(1) ガンマ分布𝐺𝐺𝑎𝑎(𝑛𝑛, 𝜆𝜆)の確率密度関数𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆𝑛𝑛

Γ(𝑛𝑛)𝑥𝑥
𝑛𝑛−1𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆は，単位時間あたりに平均𝜆𝜆回起こる事象

において，その事象が𝑛𝑛回発生する間隔が𝑥𝑥単位時間である確率を表す． 
(2) 𝐺𝐺𝑎𝑎(𝑛𝑛, 𝜆𝜆)の平均𝑉𝑉[𝑋𝑋] = 𝑛𝑛/𝜆𝜆は，その事象が𝑛𝑛回発生するまでの平均発生間隔の時間を表す． 

 
例えば，3個の流れ星が発生するまでの平均待ち時間は，平均𝐸𝐸[𝑋𝑋]に単位時間である 5 分を掛けてやれ 

ばよく  

𝐸𝐸[𝑋𝑋] × 5 =
3

0.8
× 5 = 18.75分後 

となる．このことから，𝑥𝑥 = 6.7までの間に流れ星が３個発生しない確率を予測してみると，  

�
0.83

Γ�3�
𝑡𝑡2𝑒𝑒−0.8𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑

6.7

0
∼ 0.90 

を得る．したがって，3個の流れ星を約 90%の確率で観測するには，6.7 × 5 = 33.5 分待てばよい．  
 
 
 
問題２．表２の流れ星データをもとに，以下の問いに答えよ． 
(1) ２個の流れ星が発生するまでの平均待ち時間を求めよ． 
(2) ５分までの間に流れ星が２個発生しない確率を求めよ． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
解答 
問題１．(1) 𝜆𝜆 = 0.7    (2) 7.14分   (3) 0.88  
問題２．(1) 14.3分    (2) 0.86  
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