
1 
 

数理・データサイエンス教材案（１次元調和振動子と古典的ハミルトニアン） 
2022 年 5 月 19 日 
提案者：松田 修 

 
 ばねの運動などの単振動に関して，その変位を𝑥𝑥，𝜔𝜔を角速度（角振動数），𝑡𝑡を時間，𝐴𝐴

を定数とすると， 
𝑥𝑥 = 𝐴𝐴 sin𝜔𝜔𝜔𝜔 

となる．これより， 
𝑥̇𝑥 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 cos𝜔𝜔𝜔𝜔 ,   𝑥̈𝑥 = −𝐴𝐴𝜔𝜔2 sin𝜔𝜔𝜔𝜔 = −𝜔𝜔2𝑥𝑥 

となる．運動方程式𝐹𝐹 = 𝑚𝑚𝑥̈𝑥より 
𝐹𝐹 = 𝑚𝑚𝑥̈𝑥 = −𝑚𝑚𝜔𝜔2𝑥𝑥 

である．以下の図において，𝑚𝑚は質点の質量，𝑘𝑘はばね定数，𝑥𝑥は質点の位置である． 

 
図１ばねの運動 

 
単振動の質点に働く力は𝐹𝐹 = −𝑘𝑘𝑘𝑘なので，𝑘𝑘 = 𝑚𝑚𝜔𝜔2となる．したがって，そのポテンシ

ャルエネルギー𝑈𝑈は 

𝑈𝑈 =
1
2
𝑘𝑘𝑥𝑥2 =

1
2
𝑚𝑚𝜔𝜔2𝑥𝑥2 

である． 
さて，質点がばねの運動などの単振動のような引力（𝐹𝐹 = −𝑘𝑘𝑘𝑘）を受けて振動する粒子

の系を１次元調和振動子と呼ぶ．  
 

 調和振動子の定義から，運動エネルギー𝑇𝑇とポテンシャルエネルギー𝑈𝑈は，それぞれ 

𝑇𝑇 =
1

2𝑚𝑚
𝑝𝑝2,    𝑈𝑈 =

1
2
𝑚𝑚𝜔𝜔2𝑥𝑥2 

である．ここで，𝑝𝑝 = 𝑚𝑚𝑥̇𝑥で運動量である．  
 

𝐻𝐻 = 𝑇𝑇 + 𝑈𝑈 =
1

2𝑚𝑚
𝑝𝑝2 +

1
2
𝑚𝑚𝜔𝜔2𝑥𝑥2 

を，古典的ハミルトニアンと呼ぶ． 
 以下，１次元調和振動子について，演習を行う． 
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問１．𝐸𝐸を定数（エネルギーと呼ぶ）とし，𝐻𝐻 = 𝐸𝐸を仮定する．すなわち， 

1
2𝑚𝑚

𝑝𝑝2 +
1
2
𝑚𝑚𝜔𝜔2𝑥𝑥2 = 𝐸𝐸 

とする．この式から得られる曲線を𝑥𝑥𝑥𝑥座標平面で表すと，どのような曲線となるか．ま

た，𝑡𝑡が増加するとき点�𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑝𝑝(𝑡𝑡)�は曲線の上をどのように動くか． 
 
問２．領域𝐻𝐻 ≤ 𝐸𝐸の面積𝑆𝑆を求めよ． 
 
問３．放物線𝑈𝑈(𝑥𝑥) = 𝐸𝐸となる𝑥𝑥を求めよ．  
 
 
問４．𝑥𝑥0 = −�2𝐸𝐸 (𝑚𝑚𝜔𝜔2)⁄ , 𝑥𝑥1 = �2𝐸𝐸 (𝑚𝑚𝜔𝜔2)⁄ とする．このとき 

2� 𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑥𝑥1

𝑥𝑥0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑛𝑛 +

1
2
� ℎ                       (𝐴𝐴1) 

となる𝐸𝐸を求めよ．ただし，𝑝𝑝(𝑥𝑥) ≥ 0とし，ℎは定数で，プランク定数と呼ばれる． 
 
 

20 世紀前半，ドイツの物理学者マックス・プランクは，黒体に関する光の色と温度の関

係の研究から，光のエネルギー（単振動エネルギー）は離散的であるという量子仮説を唱

えた．この仮説から現在の量子力学が発展したと言われている．以下， 

𝐸𝐸𝑛𝑛 = �𝑛𝑛 +
1
2
�ℎ𝜈𝜈 

と考える．ここで，𝑛𝑛 = 0,1,2,⋯は量子数と呼ばれ，調和振動子の状態を表すものとして扱

われる．𝐸𝐸0は零点エネルギーと呼ばれる． さらに，式(𝐴𝐴1)は，プランク・ゾンマーフェ

ルトの量子条件と呼ばれる． 
 
問５．領域𝐻𝐻 ≤ 𝐸𝐸nの面積を𝑆𝑆𝑛𝑛とするとき，𝑆𝑆𝑛𝑛 − 𝑆𝑆𝑛𝑛−1を求めよ． 
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解答 
問１．

1
2𝑚𝑚

𝑝𝑝2 + 1
2
𝑚𝑚𝜔𝜔2𝑥𝑥2 = 𝐸𝐸を変形すると， 

𝑥𝑥2

2𝐸𝐸 𝑚𝑚𝜔𝜔2⁄ +
𝑝𝑝2

2𝑚𝑚𝑚𝑚
= 1 

であるので，これは楕円を表す．また， 

𝑥𝑥 = 𝐴𝐴 sin𝜔𝜔𝜔𝜔 , 𝑝𝑝 = 𝑚𝑚𝑥̇𝑥 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝜔𝜔𝜔𝜔 
なので，点�𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑝𝑝(𝑡𝑡)�は楕円の上を時計回りに動く． 

  

 
問２．領域𝐻𝐻 ≤ 𝐸𝐸の面積は，楕円の面積なので， 

𝑆𝑆 = 𝜋𝜋�2𝐸𝐸 𝑚𝑚𝜔𝜔2⁄ √2𝑚𝑚𝑚𝑚 =
2𝜋𝜋
𝜔𝜔
𝐸𝐸 

 
問３．

1
2
𝑚𝑚𝜔𝜔2𝑥𝑥2 = 𝐸𝐸より 

𝑥𝑥 = ±�
2𝐸𝐸
𝑚𝑚𝑚𝑚

 

である． 
 

問４．2� 𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑥𝑥1

𝑥𝑥0
𝑑𝑑𝑑𝑑 は，領域𝐻𝐻 ≤ 𝐸𝐸の面積𝑆𝑆を意味するので， 

2𝜋𝜋
𝜔𝜔
𝐸𝐸 = �𝑛𝑛 +

1
2
�ℎ 

よって，𝜈𝜈 = 𝜔𝜔 2𝜋𝜋⁄ （振動数）なので， 

𝐸𝐸 = �𝑛𝑛 +
1
2
�ℎ �

2𝜋𝜋
𝜔𝜔
� = �𝑛𝑛 +

1
2
�ℎ𝜈𝜈 

となる． 
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問５．𝑆𝑆𝑛𝑛 =
2𝜋𝜋
𝜔𝜔
𝐸𝐸𝑛𝑛 =

2𝜋𝜋
𝜔𝜔
�𝑛𝑛 +

1
2
�ℎ𝜈𝜈 = �𝑛𝑛 +

1
2
� ℎ 

したがって， 

𝑆𝑆𝑛𝑛 − 𝑆𝑆𝑛𝑛−1 = �𝑛𝑛 +
1
2
�ℎ − �𝑛𝑛 − 1 +

1
2
�ℎ = ℎ 

 

 
 


