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ガンマ関数とベータ関数 

ベイズ推定で必要なガンマ関数とベータ関数を理解しよう． 

 

１ ガンマ関数 

Γ(𝑥𝑥) = � 𝑡𝑡𝑥𝑥−1𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
     (𝑥𝑥 > 0) 

をガンマ関数という． 

 

𝑦𝑦 = Γ(𝑥𝑥)のグラフ 

 

 

次の定理１は，ガンマ関数が階乗の一般化であることを示すものである． 

 

 

定理１  𝚪𝚪(𝒙𝒙+ 𝟏𝟏) = 𝒙𝒙𝚪𝚪(𝒙𝒙)，特に任意の自然数𝒏𝒏に対して，𝚪𝚪(𝒏𝒏) = (𝒏𝒏− 𝟏𝟏)! 

 

（証明） 

Γ(1) = Γ(𝑧𝑧) = � 𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
= [𝑒𝑒−𝑡𝑡]0∞ = 1 

Γ(𝑥𝑥) = � 𝑡𝑡𝑥𝑥−1𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
= �

𝑡𝑡𝑥𝑥

𝑥𝑥
𝑒𝑒−𝑡𝑡�

0

∞

− �
𝑡𝑡𝑥𝑥

𝑥𝑥
(−𝑒𝑒−𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

0
=

1
𝑥𝑥
� 𝑡𝑡𝑥𝑥𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
=

1
𝑥𝑥
Γ(𝑥𝑥 + 1) 

よって，Γ(𝑥𝑥 + 1) = 𝑥𝑥Γ(𝑥𝑥)である． 

特に，Γ(𝑛𝑛) = (𝑛𝑛 − 1)Γ(𝑛𝑛 − 2) = (𝑛𝑛 − 2)(𝑛𝑛 − 3)Γ(𝑛𝑛 − 4) = ⋯ = (𝑛𝑛 − 1)⋯2Γ(1) = (𝑛𝑛 − 1)! 

Q.E.D． 
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定理２  𝚪𝚪 �𝟏𝟏
𝟐𝟐
� = √𝝅𝝅 

 

（証明） 

Γ �
1
2
� = � 𝑡𝑡−

1
2𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

0
 

𝑡𝑡 = 𝑢𝑢2と置くと， 

Γ �
1
2
� = � 𝑢𝑢−1𝑒𝑒−𝑢𝑢2(2𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

0
= 2� 𝑒𝑒−𝑢𝑢2𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

0
= √𝜋𝜋 

Q.E.D． 

 

例題１ 次の値を求めよ． 

        �１� Γ(5)            （２）Γ �
3
2
� 

 

［解答］ 

       �１�  Γ(5) = 4! = 24              �２� Γ �
3
2
� = Γ �

1
2

+ 1� =
1
2
Γ �

1
2
� =

√𝜋𝜋
2
 

 

 

問題１ 次の問いに答えよ． 

        �１� 
Γ(𝑛𝑛 + 2)

𝑛𝑛
= (𝑛𝑛 + 1)Γ(𝑛𝑛)を証明せよ．       （２）Γ �

5
2
�の値を求めよ． 
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２ ベータ関数 

𝐵𝐵(𝑎𝑎,𝑏𝑏) = � 𝑥𝑥𝑎𝑎−1(1− 𝑥𝑥)𝑏𝑏−1
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑   (𝑎𝑎, 𝑏𝑏 > 0) 

をベータ関数という． 

 

 以下に，ベータ関数の基本性質を示す定理を列挙する． 

 

定理３ 𝑩𝑩(𝒂𝒂,𝒃𝒃) = 𝑩𝑩(𝒃𝒃,𝒂𝒂) 

（証明）𝑠𝑠 = 1 − 𝑥𝑥と置くと， 

𝐵𝐵(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = � 𝑥𝑥𝑎𝑎−1(1− 𝑥𝑥)𝑏𝑏−1
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � (1− 𝑠𝑠)𝑎𝑎−1𝑠𝑠𝑏𝑏−1(−1)

0

1
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑠𝑠𝑏𝑏−1(1− 𝑠𝑠)𝑎𝑎−1

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐵𝐵(𝑏𝑏, 𝑎𝑎) 

Q.E.D． 

定理４  

𝑩𝑩(𝒂𝒂,𝒃𝒃) = 𝟐𝟐� 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟏𝟏 𝜽𝜽 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟏𝟏 𝜽𝜽𝒅𝒅𝒅𝒅   
𝝅𝝅/𝟐𝟐

𝟎𝟎
 

 

（証明）𝑥𝑥 = sin2 𝜃𝜃と置くと 

    𝐵𝐵(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = � 𝑥𝑥𝑎𝑎−1(1− 𝑥𝑥)𝑏𝑏−1
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

          = � (sin2 𝜃𝜃)𝑎𝑎−1(1− sin2 𝜃𝜃)𝑏𝑏−12 sin 𝜃𝜃 cos𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋
2

0
 

          = 2� sin2a−1 𝜃𝜃 cos2𝑏𝑏−1 𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋/2 

0
 

Q.E.D． 

 

 

定理５  

𝐵𝐵(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) =
Γ(𝑎𝑎)Γ(𝑏𝑏)
Γ(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) 

（証明） 

Γ(𝑥𝑥) = � 𝑡𝑡𝑥𝑥−1𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
 

に対して，𝑡𝑡 = 𝑠𝑠2と置くと， 

Γ(𝑥𝑥) = 2� 𝑠𝑠2𝑥𝑥−1𝑒𝑒−𝑠𝑠2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
 

これより， 

Γ(𝑎𝑎)Γ(𝑏𝑏) = �2� 𝑢𝑢2𝑎𝑎−1𝑒𝑒−𝑢𝑢2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
��2� 𝑣𝑣2𝑏𝑏−1𝑒𝑒−𝑣𝑣2𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

0
� 
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= 4� � 𝑒𝑒−𝑢𝑢2−𝑣𝑣2𝑢𝑢2𝑎𝑎−1𝑣𝑣2𝑏𝑏−1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0

∞

0
 

ここで，𝑢𝑢 = 𝑟𝑟 cos𝜃𝜃, 𝑣𝑣 = 𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃と置くと， 

Γ(𝑎𝑎)Γ(𝑏𝑏) = 4� � 𝑒𝑒−𝑟𝑟2𝑟𝑟2(𝑎𝑎+𝑏𝑏)−2 sin2𝑎𝑎−1 𝜃𝜃 cos2𝑏𝑏−1 𝜃𝜃 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
2𝜋𝜋

0

∞

0
 

= �2� 𝑒𝑒−𝑟𝑟2𝑟𝑟2(𝑎𝑎+𝑏𝑏)−1𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
��2� sin2𝑎𝑎−1 𝜃𝜃 cos2𝑏𝑏−1 𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑

2𝜋𝜋

0
� = Γ(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)B(𝑎𝑎,𝑏𝑏) 

Q.E.D． 

 

 

 

 

例題２ 次の値を答えよ． 

               �１� 𝐵𝐵(2,3)            （２）𝐵𝐵 �1,
1
2
� 

 

［解答］ 

       �１�  𝐵𝐵(2,3) =
𝐵𝐵(2)𝐵𝐵(3)
𝐵𝐵(5) =

1 ⋅ 2
4!

=
1

12
       

       �２� 𝐵𝐵 �1,
1
2
� =

Γ(1)Γ �1
2�

Γ �3
2�

=
1 ⋅ √𝜋𝜋
√𝜋𝜋
2

= 2 

 

 

問題２ 次の問いに答えよ． 

     �１� (𝑛𝑛 + 1)𝐵𝐵(𝑛𝑛 + 1 − 𝑟𝑟,  1 +  𝑟𝑟) =
1
𝑛𝑛C𝑟𝑟

を証明せよ．   

 

    （２）𝐵𝐵 �2,
1
2
�の値を求めよ． 
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練習問題１ 次の値を求めよ． 

 

(1) Γ �
9
2
�             (2)  𝐵𝐵 �

1
2

,
1
2
� 

 

 

練習問題２ 次の定積分の値を求めよ． 

(1) � 𝑥𝑥8
1

0
(1− 𝑥𝑥3)3𝑑𝑑𝑑𝑑             (2)  �

1

�1 − √𝑥𝑥  

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

ヒント：置換積分からベータ関数の定義式の形にする． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

解答 練習問題１  (1) 
105√𝜋𝜋
16

   (2) 𝜋𝜋  練習問題２  (1) 
1
180

   (2) 
8
3
 

 


