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 1924 年，フランスの物理学者ルイ・ド・ブロイは，光子のエネルギー𝐸𝐸と運動量𝑝𝑝が，

それぞれ𝐸𝐸 = ℎ𝜈𝜈, 𝑝𝑝 = ℎ 𝜆𝜆⁄ は，電子に対しても成り立つとした．ここで，ℎはプランク定

数，𝜈𝜈は振動数，𝜆𝜆は光の波長である． 
 さて，電子の運動を波（電子波，ド・ブロイ波）と考え，𝑚𝑚を電子の質量，𝑣𝑣を速度とす

ると，ニュートン力学においては， 

𝐸𝐸 =
𝑚𝑚𝑣𝑣2

2
,   𝑝𝑝 = 𝑚𝑚𝑚𝑚                              (1) 

が成り立つので， 

𝑚𝑚𝑣𝑣2

2
= ℎ𝜈𝜈, 𝑚𝑚𝑚𝑚 =

ℎ
𝜈𝜈

                            (2) 

が得られる．よって， 

𝜆𝜆 =
ℎ
𝑚𝑚𝑚𝑚

                                   (3) 

が得られる．𝜆𝜆をド・ブロイ波長と呼ぶ． 
  ド・ブロイ波𝜓𝜓を複素関数と考えると， 

𝜓𝜓 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑖𝑖2𝜋𝜋�
𝑥𝑥
𝜆𝜆−𝜈𝜈𝜈𝜈� = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑖𝑖2𝜋𝜋(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝐸𝐸𝐸𝐸)                     (4) 

となる．ここで𝐴𝐴は実数の定数である．これより， 

ℏ
𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑝𝑝𝑝𝑝                                  (5) 

−
ℏ
𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝐸𝐸𝐸𝐸                                 (6) 

ここで，ℏ = ℎ 2𝜋𝜋⁄ である． 
 
 1926 年，オーストリアの物理学者エルヴィン・シュレーディンガーは，量子力学の基礎

となるシュレディンガー方程式を提示した．以下，それを導出する． 
 二つの式(5)と(6)から，𝑝𝑝と𝐸𝐸を 

𝑝𝑝 =
ℏ
𝑖𝑖
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

,   𝐸𝐸 = −
ℏ
𝑖𝑖
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

                        (7) 

という演算子として考える．そして，粒子（電子など）に働く力のポテンシャルを𝑉𝑉(𝑥𝑥)と

すると，エネルギー保存の法則 

1
2𝑚𝑚

𝑝𝑝2 + 𝑉𝑉(𝑥𝑥) = 𝐸𝐸 

と，式(7)から 
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�
1

2𝑚𝑚
�
ℏ
𝑖𝑖
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

+ 𝑉𝑉(𝑥𝑥)�𝜓𝜓 = −
ℏ
𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

                        (8) 

が得られる．これを整理して， 

−
ℏ2

2𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+ 𝑉𝑉(𝑥𝑥)𝜓𝜓 = −
ℏ
𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

                            (9) 

を得る．また，𝐸𝐸が一定の場合は，(7)を用いて 

−
ℏ2

2𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+ 𝑉𝑉(𝑥𝑥)𝜓𝜓 = 𝐸𝐸𝐸𝐸                             (10) 

と書き直す．式(9)と(10)をシュレディンガー方程式，そして，𝜓𝜓を波動関数と呼ぶ． 
 

シュレディンガー方程式は，粒子（電子など）の運動を表す方程式である．しかし，量

子力学には，粒子の運動において，速度と運動量を同時に正確に測定することができない

という不確定性原理がある．そのため，波動関数𝜓𝜓の 2 乗|𝜓𝜓|2は粒子を見出す確率として

扱われる．すなわち， 

� |𝜓𝜓(𝑥𝑥)|2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞
= 1                             (11) 

と考える． 
 
以下，シュレディンガー方程式に関する演習を行う． 

 
演習 
𝐸𝐸を定数としてシュレディンガー方程式(10)において，𝑉𝑉(𝑥𝑥) ≡ 0とする．以下の問いに

答えよ． 
 

問１．シュレディンガー方程式(10)，すなわち， 

−
ℏ2

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜓𝜓
𝜕𝜕𝑥𝑥2

= 𝐸𝐸𝐸𝐸 

を解け． 
 
問２．境界条件として𝜓𝜓(0) = 0とする（すなわち，𝑥𝑥 = 0に壁があるとする）．このとき，

𝐸𝐸 ≥ 0でなければならないことを証明せよ． 
 
問３．𝐿𝐿の正の定数とし，境界条件として𝜓𝜓(0) = 𝜓𝜓(𝐿𝐿) = 0とする（すなわち，𝑥𝑥 = 0と𝑥𝑥 =

𝐿𝐿に壁があるとする）．このとき，𝐸𝐸 = 𝑛𝑛2 ℏ
2𝜋𝜋2

2𝑚𝑚𝐿𝐿2 となることを証明せよ．ただし，𝑛𝑛は1以上

の整数である． 
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解答 
問１ 

ℏ2

2𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+ 𝐸𝐸𝐸𝐸 = 0 

の特性方程式は，変数を𝜉𝜉とすると， 

ℏ2

2𝑚𝑚
𝜉𝜉2 + 𝐸𝐸 = 0 

より， 

𝜉𝜉 = ±
√2𝑚𝑚𝑚𝑚
ℏ

𝑖𝑖 

よって， 

𝜓𝜓 = 𝐶𝐶1 cos
√2𝑚𝑚𝑚𝑚
ℏ

𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2 sin
√2𝑚𝑚𝑚𝑚
ℏ

𝑥𝑥 

 
問２ 𝜓𝜓(0) = 0より，𝐶𝐶1 = 0である．よって， 

𝜓𝜓 = 𝐶𝐶2 sin
√2𝑚𝑚𝑚𝑚
ℏ

𝑥𝑥 

である．もし，𝐸𝐸 < 0なら， 

𝜓𝜓 = 𝐶𝐶2 sin
√2𝑚𝑚𝑚𝑚
ℏ

𝑥𝑥 = 𝐶𝐶2 �
𝑒𝑒𝑖𝑖√2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥 − 𝑒𝑒−𝑖𝑖√2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥

2𝑖𝑖
� = 𝐶𝐶2 �

𝑒𝑒−�2𝑚𝑚|𝐸𝐸|𝑥𝑥 − 𝑒𝑒�2𝑚𝑚|𝐸𝐸|𝑥𝑥

2𝑖𝑖
� 

          =
−𝐶𝐶2
𝑖𝑖

sinh�2𝑚𝑚|𝑒𝑒| 

となり， lim
𝑥𝑥→∞

𝜓𝜓(𝑥𝑥) = ∞となり式(11)に反する．したがって，𝐸𝐸 ≥ 0でなければならない． 

 
問３．𝜓𝜓(0) = 0より，  

𝜓𝜓 = 𝐶𝐶2 sin
√2𝑚𝑚𝑚𝑚
ℏ

𝑥𝑥 ,   𝐸𝐸 ≥ 0 

である（問２）．さらに，𝜓𝜓(𝐿𝐿) = 0より， 

𝐶𝐶2 sin
√2𝑚𝑚𝑚𝑚
ℏ

𝐿𝐿 = 0 

よって， 

√2𝑚𝑚𝑚𝑚
ℏ

𝐿𝐿 = 𝑛𝑛𝑛𝑛 

であり，𝑛𝑛は1以上の整数である．したがって， 

𝐸𝐸 = 𝑛𝑛2
ℏ2𝜋𝜋2

2𝑚𝑚𝐿𝐿2
 


