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数理・データサイエンス教材案（連成振動の数理モデル） 

2022 年 5 月 13 日 

提案者：松田 修 

 

下図の①は，質点を表し，左端が壁に固定されてたばねで繋がっている様子である． 

ここで，𝑚は質点の重さ，𝑘はばね定数，𝑥ଵは①の変位をそれぞれ表す．このばねの動き

のことを単振動と呼ぶ． 

 

図１．単振動 

 

𝐹を質点①に働く力（復元力）の水平方向成分とすると， 

𝐹 ൌ 𝑘𝑥ଵ 

が成り立つことが知られている（フックの法則）．また，𝐹はニュートンの運動の第 2 法則

から，質量𝑚と①の変位の加速度の積に等しい，すなわち 

𝐹 ൌ 𝑚
𝑑ଶ𝑥ଵ
𝑑𝑡ଶ

 

であることに注意する．したがって， 

𝑚
𝑑ଶ𝑥ଵ
𝑑𝑡ଶ

ൌ െ𝑘𝑥ଵ 

が成り立つ．上の式を単振動の運動方程式と呼ぶ． 

また，ばねに蓄えられたポテンシャルエネルギー𝑈は， 

𝑈 ൌ
1
2
𝑘𝑥ଵ

ଶ 

である． 

 

さて，図２の①と②は，質点を表し，両端が壁に固定されて３つのばねで繋がっている

様子である．ここで，𝑥ଶは②の変位を表す．このばねの動きを連成振動と呼ぶ． 

 

 
図２．連成振動 
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図２の連成振動の運動方程式は，以下の図３を元に立てることができる．ベクトルは復

元力を表している． 

 

図３ 復元力 

 

右向きのベクトル（復元力）を正とすると，質点①と②での運動方程式は，それぞれ以

下となる． 

𝑚
𝑑ଶ𝑥ଵ
𝑑𝑡ଶ

ൌ െ𝑘𝑥ଵ ൅ 𝑘ሺ𝑥ଶ െ 𝑥ଵሻ 

𝑚
𝑑ଶ𝑥ଶ
𝑑𝑡ଶ

ൌ െ𝑘ሺ𝑥ଶ െ 𝑥ଵሻ െ 𝑘𝑥ଶ 

これより，𝜔 ൌ ට௞

௠
と置くと（𝜔を角振動数と呼ぶ．），微分方程式 

𝑑ଶ𝑥ଵ
𝑑𝑡ଶ

ൌ െ2𝜔ଶ𝑥ଵ ൅ 𝜔ଶ𝑥ଶ                             ሺ1ሻ 

𝑑ଶ𝑥ଶ
𝑑𝑡ଶ

ൌ 𝜔ଶ𝑥ଵ െ 2𝜔ଶ𝑥ଶ                              ሺ2ሻ 

を得る．また，ばねに蓄えられたポテンシャルエネルギー𝑈は，それぞれのばねの伸びが

𝑥ଵ, 𝑥ଶ െ 𝑥ଵ, 𝑥ଶなので 

𝑈 ൌ
𝑘
2
ሼ𝑥ଵ

ଶ ൅ ሺ𝑥ଶ െ 𝑥ଵሻଶ ൅ 𝑥ଶ
ଶሽ ൌ 𝑘ሺ𝑥ଵ

ଶ െ 𝑥ଵ𝑥ଶ ൅ 𝑥ଶ
ଶሻ 

である． 

 

以下の問いに答えよ． 

 

 

問１． 式ሺ1ሻ, ሺ2ሻを 2 次行列行列𝐴を用いて，微分方程式を 

⎝

⎛

𝑑ଶ𝑥ଵ
𝑑𝑡ଶ
𝑑ଶ𝑥ଶ
𝑑𝑡ଶ ⎠

⎞ ൌ 𝐴 ቀ
𝑥ଵ
𝑥ଶ
ቁ                                 ሺ3ሻ 

と表したとき，𝐴を求めよ． 
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問２．𝐴の固有値と固有値に対する固有ベクトル（単位ベクトル）を求めよ． 

 

 

問３．モード行列𝑃を用いて𝐴を対角化せよ． 

 

 

問４．൬
𝑋ଵ
𝑋ଶ
൰ ൌ 𝑃ିଵ ቀ

𝑥ଵ
𝑥ଶ
ቁと置くとき，微分方程式ሺ3ሻを𝑋ଵ,𝑋ଶを用いて表せ． 

 

 

問５．問４で得られた微分方程式の解𝑋ଵ,𝑋ଶを求めよ． 

 

 

問６．𝑥ଵሺ0ሻ ൌ 0, 𝑥ଶሺ0ሻ ൌ 2,
ௗ௫భ
ௗ௧
ሺ0ሻ ൌ

ௗ௫మ
ௗ௧
ሺ0ሻとき，微分方程式ሺ3ሻの解𝑥ଵ, 𝑥ଶを求めよ． 

 

 

問７．𝜔 ൌ 1のとき，𝑥ଵሺ𝑡ሻ, 𝑥ଶሺ𝑡ሻのグラフを，グラフ作成ソフトなどを使って概形を描け． 

 

 

問８．𝜔 ൌ 1のとき，𝑥ଵሺ𝑡ሻ, 𝑥ଶሺ𝑡ሻは周期関数かどうか判断せよ． 

 

 

問９．ポテンシャルエネルギー𝑈ሺ𝑥ଵ, 𝑥ଶሻ ൌ 𝑘ሺ𝑥ଵ
ଶ െ 𝑥ଵ𝑥ଶ ൅ 𝑥ଶ

ଶሻを一定，すなわち𝑈ሺ𝑥ଵ, 𝑥ଶሻ ൌ

𝑐とするとき，曲線𝑈ሺ𝑥ଵ, 𝑥ଶሻ ൌ 𝑐はどのような図形か説明せよ．ただし，𝑘 ൌ 1として考え

よ． 
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解答 

問 1．𝐴 ൌ ቀെ2𝜔ଶ 𝜔ଶ

𝜔ଶ െ2𝜔ଶቁ 

問２．𝜆を固有値とすると，ቚെ2𝜔ଶ െ 𝜆 𝜔ଶ

𝜔ଶ െ2𝜔ଶ െ 𝜆
ቚ ൌ 0より，ሺ𝜆 ൅ 𝜔ଶሻሺ𝜆 ൅ 3𝜔ଶሻ ൌ 0．よっ

て，𝜆 ൌ െ𝜔ଶ,െ3𝜔ଶ 

𝜆 ൌ െ𝜔ଶの固有ベクトルをቀ
𝑥
𝑦ቁと置くと， 

ቀെ2𝜔ଶ 𝜔ଶ

𝜔ଶ െ2𝜔ଶቁ ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ െ𝜔ଶ ቀ

𝑥
𝑦ቁ 

より，െ𝜔ଶ𝑥 ൅ 𝜔ଶ𝑦 ൌ 0を得る．よって，ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ

ଵ

√ଶ
ቀ1

1
ቁがとれる． 

𝜆 ൌ െ3𝜔ଶの固有ベクトルをቀ
𝑥
𝑦ቁと置くと， 

ቀെ2𝜔ଶ 𝜔ଶ

𝜔ଶ െ2𝜔ଶቁ ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ െ3𝜔ଶ ቀ

𝑥
𝑦ቁ 

より，𝜔ଶ𝑥 ൅ 𝜔ଶ𝑦 ൌ 0を得る．よって，ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ

ଵ

√ଶ
ቀെ1

1
ቁがとれる． 

 

問３．𝑃 ൌ
ଵ

√ଶ
ቀ1 െ1

1 1
ቁと置くと，𝑃ିଵ𝐴𝑃 ൌ ቀെ𝜔

ଶ 0
0 െ3𝜔ଶቁと対角化される． 

問４． 𝑃 ൬
𝑋ଵ
𝑋ଶ
൰ ൌ ቀ

𝑥ଵ
𝑥ଶ
ቁ  より𝑃ቌ

ௗమ௑భ
ௗ௧మ

ௗమ௑మ
ௗ௧మ

ቍ ൌ ቌ

ௗమ௫భ
ௗ௧మ

ௗమ௫మ
ௗ௧మ

ቍ．よって， 

𝑃

⎝

⎛

𝑑ଶ𝑋ଵ
𝑑𝑡ଶ
𝑑ଶ𝑋ଶ
𝑑𝑡ଶ ⎠

⎞ ൌ 𝐴𝑃 ൬
𝑋ଵ
𝑋ଶ
൰より  

⎝

⎛

𝑑ଶ𝑋ଵ
𝑑𝑡ଶ
𝑑ଶ𝑋ଶ
𝑑𝑡ଶ ⎠

⎞ ൌ 𝑃ିଵ𝐴𝑃 ൬
𝑋ଵ
𝑋ଶ
൰．したがって， 

⎝

⎛

𝑑ଶ𝑋ଵ
𝑑𝑡ଶ
𝑑ଶ𝑋ଶ
𝑑𝑡ଶ ⎠

⎞ ൌ ቀെ𝜔
ଶ 0

0 െ3𝜔ଶቁ ൬
𝑋ଵ
𝑋ଶ
൰ 

問５． 

𝑑ଶ𝑋ଵ
𝑑𝑡ଶ

＝െ 𝜔ଶ𝑋ଵより，𝑋ଵ ൌ 𝐶ଵ sin𝜔𝑡 ൅ 𝐶ଶ cos𝜔𝑡，（𝐶ଵ,𝐶ଶは任意定数） 

𝑑ଶ𝑋ଶ
𝑑𝑡ଶ

＝െ 3𝜔ଶ𝑋ଶより，𝑋ଶ ൌ 𝐶ଷ sin√3𝜔𝑡 ൅ 𝐶ଷ cos√3𝜔𝑡，（𝐶ଷ,𝐶ସは任意定数） 
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問 6．ቀ
𝑥ଵ
𝑥ଶ
ቁ ൌ 𝑃 ൬

𝑋ଵ
𝑋ଶ
൰ ൌ

ଵ

√ଶ
ቀ1 െ1

1 1
ቁ ൬

𝐶ଵ sin𝜔𝑡 ൅ 𝐶ଶ cos𝜔𝑡

𝐶ଷ sin√3𝜔𝑡 ൅ 𝐶ସ cos√3𝜔𝑡
൰ 

ൌ
1

√2
ቆ
𝐶ଵ sin𝜔𝑡 ൅ 𝐶ଶ cos𝜔𝑡 െ 𝐶ଷ sin√3𝜔𝑡 െ 𝐶ସ cos√3𝜔𝑡

𝐶ଵ sin𝜔𝑡 ൅ 𝐶ଶ cos𝜔𝑡 ൅ 𝐶ଷ sin√3𝜔𝑡 ൅ 𝐶ସ cos√3𝜔𝑡
ቇ 

𝑥ଵሺ0ሻ ൌ 0, 𝑥ଶሺ0ሻ ൌ 2より𝐶ଶ െ 𝐶ସ ൌ 0, 𝐶ଶ ൅ 𝐶ସ ൌ 2．よって𝐶ଶ ൌ 1,𝐶ସ ൌ 1．したがって， 

ቀ
𝑥ଵ
𝑥ଶ
ቁ ൌ

1

√2
ቆ
𝐶ଵ sin𝜔𝑡 ൅ cos𝜔𝑡 െ 𝐶ଷ sin√3𝜔𝑡 െ cos√3𝜔𝑡

𝐶ଵ sin𝜔𝑡 ൅ cos𝜔𝑡 ൅ 𝐶ଷ sin√3𝜔𝑡 ൅ cos√3𝜔𝑡
ቇ 

これより， 

൮

𝑑𝑥ଵ
𝑑𝑡
𝑑𝑥ଶ
𝑑𝑡

൲ ൌ
1

√2
ቆ
𝜔𝐶ଵ cos𝜔𝑡 െ 𝜔 sin𝜔𝑡 െ √3𝜔𝐶ଷ cos√3𝜔𝑡 ൅ √3𝜔 sin√3𝜔𝑡

𝜔𝐶ଵ cos𝜔𝑡 െ 𝜔 sin𝜔𝑡 ൅ √3𝜔𝐶ଷ cos√3𝜔𝑡 െ √3𝜔 sin√3𝜔𝑡
ቇ 

𝑑𝑥ଵ
𝑑𝑡

ሺ0ሻ ൌ
𝑑𝑥ଶ
𝑑𝑡

ሺ0ሻより 𝜔𝐶ଵ െ √3𝜔𝐶ଷ ൌ 0,  𝜔𝐶ଵ ൅ √3𝜔𝐶ଷ ൌ 0． 

よって𝐶ଵ ൌ 𝐶ଷ ൌ 0．したがって， 

ቀ
𝑥ଵ
𝑥ଶ
ቁ ൌ

1

√2
൬cos𝜔𝑡 െ cos√3𝜔𝑡

cos𝜔𝑡 ൅ cos√3𝜔𝑡
൰ 

ここで，cos𝐴 ൅ cos𝐵 ൌ 2 cos
஺ା஻

ଶ
cos

஺ି஻

ଶ
， cos𝐴 െ cos𝐵 ൌ െ2 sin

஺ା஻

ଶ
sin

஺ି஻

ଶ
より 

ቀ
𝑥ଵ
𝑥ଶ
ቁ ൌ

⎝

⎜
⎛െ√2 sin

൫1 ൅ √3൯𝜔𝑡
2

sin
൫1 െ √3൯𝜔𝑡

2

√2 cos
൫1 ൅ √3൯𝜔𝑡

2
cos

൫1 െ √3൯𝜔𝑡
2 ⎠

⎟
⎞

 

である． 

 

問７．𝑥ଵሺ𝑡ሻは青線，𝑥ଶሺ𝑡ሻは赤線 

 

            t















x

O
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問８． 

ቀ
𝑥ଵ
𝑥ଶ
ቁ ൌ

⎝

⎜
⎛െ√2 sin

൫1 ൅ √3൯𝑡
2

sin
൫1 െ √3൯𝑡

2

√2 cos
൫1 ൅ √3൯𝑡

2
cos

൫1 െ √3൯𝑡
2 ⎠

⎟
⎞
ൌ

1

√2
൬cos 𝑡 െ cos√3𝑡

cos 𝑡 ൅ cos√3𝑡
൰ 

であるので，𝑥ଵと𝑥ଶの周期関数かどうかの判断はどちらか一方だけを考えれば十分であ

る．したがって，cos 𝑡 ൅ cos√3 𝑡が周期関数かどうかを考えればよい． 

cos 𝑡 ൅ cos√3 𝑡は周期関数であると仮定する．仮定より 

cos 𝑡 ൅ cos√3 𝑡 ൌ cosሺ𝑡 ൅ 𝑝ሻ ൅ cos√3ሺ𝑡 ൅ 𝑝ሻ               ሺ𝑎1ሻ 

となる正数𝑝が存在する．ሺ𝑎1ሻの両辺を微分すると， 

െ sin 𝑡 െ √3 sin√3 𝑡 ൌ െ sinሺ𝑡 ൅ 𝑝ሻ െ √3 sin√3ሺ𝑡 ൅ 𝑝ሻ 

さらに微分して 

െ cos 𝑡 െ 3 cos√3 𝑡 ൌ െ cosሺ𝑡 ൅ 𝑝ሻ െ 3 cos√3ሺ𝑡 ൅ 𝑝ሻ          ሺ𝑎2ሻ 

を得る．ሺ𝑎1ሻ, ሺ𝑎2ሻより 

cos 𝑡 ൌ cosሺ𝑡 ൅ 𝑝ሻ ,   cos√3 𝑡 ൌ cos√3ሺ𝑡 ൅ 𝑝ሻ 

を得る．cos 𝑡 ൌ cosሺ𝑡 ൅ 𝑝ሻより，𝑝 ൌ 2𝜋である．したがって， 

cos√3 𝑡 ൌ cos√3ሺ𝑡 ൅ 2𝜋ሻ                        ሺ𝑎3ሻ 

ここで𝑡 ൌ
ଶగ

√ଷ
を考えると，左辺は1で，右辺は 

cos√3 ൬
2𝜋

√3
൅ 2𝜋൰ ൌ cos൫2𝜋 ൅ 2√3𝜋൯ ൌ cos 2√3𝜋 ് 1 

これは式ሺ𝑎3ሻに矛盾する．したがって，𝑥ଵと𝑥ଶは周期関数ではない． 

 

問９． 

𝑥ଵ
ଶ െ 𝑥ଵ𝑥ଶ ൅ 𝑥ଶ

ଶ ൌ 𝑐 

を行列表示すると， 

ሺ𝑥ଵ 𝑥ଶሻ൮
1 െ

1
2

െ
1
2

1
൲ቀ

𝑥ଵ
𝑥ଶ
ቁ ൌ 𝑐                         ሺ𝑎4ሻ 

である． 

𝐵 ൌ ൮
1 െ

1
2

െ
1
2

1
൲ ൌ െ2 ቀെ2 1

1 െ2
ቁ 

と置くと，𝐵＝2𝐴で，𝐴は問１で扱った行列である．したがって， 
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𝑃 ൌ
1

√2
ቀ1 െ1

1 1
ቁ 

𝐵は， 

𝑃ିଵ𝐵𝑃 ൌ
1
2
ቀ1 0

0 3
ቁ 

と対角化される．よって，൬
𝑋ଵ
𝑋ଶ
൰ ൌ 𝑃ିଵ ቀ

𝑥ଵ
𝑥ଶ
ቁと置くとሺ𝑎4ሻは 

ሺ𝑋ଵ 𝑋ଶሻ ൬
1/2 0

0 3/2 ൰ ൬
𝑋ଵ
𝑋ଶ
൰ ൌ 𝑐 

となる．これは，楕円 

𝑋ଵ
ଶ

2𝑐
൅
𝑋ଶ
ଶ

2𝑐
3

ൌ 1 

を意味する． 

 

 


