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1 究極の完全数とその平行移動
本編の目的はオイラー 完全数を新しく導入しその基本定理を確立することで

ある。その前に準備として究極の完全数の定義を復習する.

自然数 a の約数の和を σ(a) と書きこれを a の関数と見て ユークリッド関数
という.

たとえば, a = 6 ならその約数は, 1, 2, 3, 6 なので σ(a) = 12 となり σ(a) = 2a

を満たす.

σ(a) = 2a を満たす数を完全数というだから 6 は完全数.

数学の好きな小学生,高校生,大学生それから熟年世代にいたるまで完全数は
人気のあるテーマである.

「496 が完全数であることを示せ.」と言われてできる大学生は少ないと思う.

一方,プロの数学者は完全数を歓迎しない.たとえば A.Weil は『数論　歴史か
らのアプローチ』足立恒雄・三宅克哉訳、日本評論社、1987年。p6,第１章§ III,

で次のように完全数を軽んじる発言をしている.

ギリシャのみならずそれ以前においても, 完全性という観念が,そのすべての
約数の和が自分自身と一致するような整数に結び付けられていた.

ユークリッドの数論に関する巻の最後の定理において 2n(2n+1 − 1) はその第
二因子が素数であるときには完全数であることが主張されている;

著者自身も,これがその数論的な諸結果の中の白眉であると見ているように思
える.　この題目とそれに伴って現れるいくつかのものは,後世の著作にも散発的
に顔を出す;恐らくこれらの概念に付された呼称が特別な興味を惹くのだろう.

フェルマの同時代の人達、メルセンヌやフェルニクル、それにフェルマ自身
も結構面白がっており、彼の初期の研究においてはそれなりの位置を占めていた
ことも事実である.(中略)しかし理論的にはほとんど意味のないものであり,この
ような歴史的事実がなければ,ここに取り上げる必要もなかったろう.

私は大学を退職後,一般の市民を対象に「数学の研究をはじめよう」をスロー
ガンにして公開の数学研究講座を開いている.そこでも完全数に関連した話しは歓
迎される.

P を素数とし固定して考える. 与えられた整数 mに関して σ(P e) + m が素数
q のとき a = P eq をm だけ平行移動した底が P の (狭義の)究極の完全数と呼ぶ.

これは次式を満たす.

Pσ(a)− Pa = (P − 2)Maxp(a)−m(P − 1). (1)

Maxp(a) は a の最大素因子を指している.

これをm だけ平行移動した底が P の狭義の究極の完全数の方程式という.
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またこの式を満たす a をm だけ平行移動した底が P の (広義の)究極の完全
数と呼ぶ.

P = 2 のときMaxp(a) が消えて方程式は

σ(a)− 2a = −m

となる.

m = 0 のときにあてはめると σ(a)− 2a = 0 の解 (すなわち広義の完全数)は
狭義の完全数になるか, という古来からある数学界の難問になる.
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2 完全数の数表
ここで古典的な 完全数の数表を紹介する.

表 1: 完全数の場合

e mod 4 e e + 1 2e ∗ q a a mod 10

1 1 2 2 ∗ 3 6 6

2 2 3 22 ∗ 7 28 8

0 4 5 24 ∗ 31 496 6

2 6 7 26 ∗ 127 8128 8

0 12 13 212 ∗ 8191 33550336 (1456) 6

0 16 17 216 ∗ 131071 8589869056 (Cataldi,1588) 6

2 18 19 218 ∗ 524287 137438691328 (Cataldi,1588) 8

2 30 31 230 ∗ 2147483647 A (Euler, 1772) 8

A = 2305843008139952128

完全数の定義がなされ 4つの完全数 (6,28,496,8128)が発見されたのは紀元前
のことであった. それから 1500年以上かかって, 1456年に第 5の完全数が発見さ
れた.さらに 100年以上の歳月を経て第 6,7の完全数が発見され,さらに 100年以上
かかって第 8の完全数がオイラー (1772年)によって発見さた.

完全数の末尾の数は 6または 8であることは古来から注目されていた.
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3 オイラー関数と ユークリッド関数
m = 2 のときは σ(a)− 2a = −2 の解は a = 2eq, (q = 2e+1 + 1:フェルマ素数)

と書けるか,という問題になりこれも難問で未だに解けない.

m = 4のときは広義の完全数で狭義の完全数にならないものはたくさんある.

このとき 広義の完全数は a = 2eq または a = 2eqr ( ここで q, r :素数) と表せる
かという問題がありこれも全く解けない.

そこでいささかセコイのだが,解けそうな問題を別に考える.

自然数 a と互いに素で a 未満の自然数の個数を ϕ(a) で示しこれをオイラー
関数という.

オイラー関数とユークリッド関数とはその本質において親和性がある. たと
えば, 両者は乗法をもつ.

乗法性
a, b が互いに素な整数なら,

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b), σ(ab) = σ(a)σ(b).

素数判定法
a > 1 のとき,a− ϕ(a) = 1 は a が素数になる必要十分条件. そこでオイラー

余関数 coϕ(a) = a− ϕ(a) を導入する.

a > 1 のとき,a− σ(a) = −1 は a が素数になる必要十分条件.

そこでユークリッド余関数 coσ(a) = σ(a)− a を導入する.

3.1 ドグマ

完全数
2a = σ(a) のとき a を 完全数という.

a = 2ϕ(a) のとき a は 2の累乗. 逆も正しい.

a は 2の累乗のとき 2a = σ(a) + 1. しかしこの逆が正しいかどうかは不明.

次の大いなるなるドグマは信じるに値すると思う.

ドグマ
σ(a) を用いた式や予想は ϕ(a) を用いて適当に修正するとより解きやすい問

題ができる. １つだけ例をあげる.
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3.2 a = 2p 問題

p :奇素数とするとき a = 2p は 2σ(a) = 3a + 6を満たす. 逆に方程式 2σ(a) =

3a + 6 を満たす a は 2p または 8.

これのオイラー関数版は次の通り.

p :奇素数とするとき a = 2p は 2ϕ(a) = a− 2を満たす. 逆に方程式 2ϕ(a) =

a− 2 を満たす a は a = 2p.

σ(a) のときに出てきた例外の 8 が ϕ(a) のときは消えてしまう.

これは簡単な問題だが a = 6p 問題を同じように考える σ(a)で定式化すると
この問題はきわめて難しい. 古典的な奇数完全数問題よりも難しくさらに興味深
い問題と思われる. ここで完全数 6 が出たことに数学における深淵を感じる.

しかし a = 6p 問題を ϕ(a) で定式化するときわめて簡単に解ける.
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4 オイラーϕ 完全数
ドグマにしたがって, ユークリッド関数の代わりにオイラー関数を使って完全

数と類似した概念を定義しよう.

オイラー関数のとき ϕ(P e), (e > 1)は合成数になるので完全数の定義をそのま
まは使えない. そこで, 1 を加えて ϕ(P e) + 1 が素数 q になるとき a = P eq をもっ
て P を底とする (狭義)のオイラー ϕ 完全数と定義する. さて最も簡単な P = 2

の場合を定義に沿ってパソコンで計算してみる.

表 2: 2 を底とする ϕ 完全数

e a 素因数分解 ϕ(a)

2 12 22 ∗ 3 4

3 40 23 ∗ 5 16

5 544 25 ∗ 17 256

9 131584 29 ∗ 257 65536

17 8590065664 217 ∗ 65537 4294967296

この結果をみると,a の素数部分には 3,5,17,257,65537 のようにフェルマ素数
が並んでいるではないか. これには最初びっくりした.そして心が躍った. 冷静に
なって,定義に戻り考える:

q = ϕ(P e) + 1 = 2e−1 + 1 が素数という条件なので e− 1 = 2m と書けて結果
として q がフェルマ素数になるのは当然である.

完全数の場合のようにこれら q と a の末尾の数をみてみよう. 10 を法として
みればよい.

e > 4 なら e ≡ 1 mod 4; q ≡ 7; a ≡ 4 ; ϕ(a) ≡ 6 mod 10 が成り立つ.

5 つのフェルマー素数に応じて 5 つの ϕ 完全数ができた. これらはフェルマ
素数にちなんでフェルマ ϕ 完全数 と呼ぶ方がよいかもしれない. 後で一般化され
たオイラー ϕ 完全数が導入されるであろう.
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5 ϕ 弱完全数
k > 0 に関して,e = 1 + 4k, qk = 24k + 1, ak = 2eqk とおき,

ak を 2 を底とする ϕ 弱完全数 という.

表 3: 2 を底とする ϕ 弱完全数

e = 1 + 4k qk factor a

5 17 17 544

9 257 257 131584

13 4097 17 ∗ 241 33562624

17 65537 65537 8590065664

21 1048577 17 ∗ 61681 2199025352704

25 16777217 97 ∗ 257 ∗ 673 562949986975744

29 268435457 17 ∗ 15790321 144115188612726784

33 4294967297 641 ∗ 6700417 36893488156009037824

37 68719476737 17 ∗ 241 ∗ 433 ∗ 38737 9444732965876729380864

表 4: 2 を底とする ϕ 弱完全数, 法を 100

k e qk ak

1 5 17 44

2 9 57 84

3 13 97 24

4 17 37 64

5 21 77 4

6 25 17 44

7 29 57 84

8 33 97 24

9 37 37 64

これから次がわかる.

ϕ 弱完全数 の末尾の数は 4

ϕ 弱完全数 の末尾 2桁の数は 44,84,24,64,04 が繰り返される
q = 24k + 1 の末尾の数は 7

q = 24k + 1 の末尾 2桁の数は 17,57,97,37,77 が繰り返される

8



5.1 3 を底とするとき

P = 3 の場合も計算してみる.

q = 2 ∗ 3e−1 + 1, a = 3eq.

表 5: P = 3 を底とする ϕ 完全数

e a 素因数分解 ϕ(a)

2 63 32 ∗ 7 36

3 513 33 ∗ 19 324

5 39609 35 ∗ 163 26244

6 355023 36 ∗ 487 236196

7 3190833 37 ∗ 1459 2125764

10 2324581983 310 ∗ 39367 1549681956

17 11118121262251209 317 ∗ 86093443 7412080755407364

18 100063090585419903 318 ∗ 258280327 66708726798666276

定義には自然に出てくる q = 2 ∗ 3e−1 + 1 : 素数, という条件は今まで扱ったこ
とがない.

ここで登場する素数 7, 19, 163, 487, 1459, · · · は比較的数が多く興味深いもの
である.

花束を持って彼らまたは彼女ら (素数を擬人化して呼んでいる)を歓迎しよう.
1

• e ≡ 2 mod 4 のとき q ≡ 7, a ≡ 3 mod 10.

• e ≡ 1 mod 4 のとき q ≡ 3, a ≡ 9 mod 10.

• e ≡ 3 mod 4 のとき q ≡ 9, a ≡ 3 mod 10.

紙数の関係で証明は略する.

1アメリカの大学では he,she のように性別の出る単語を嫌って代わりに ze を使うのだそうだ.
新しく登場した素数を英語で書くときは ze を使うといいだろう. ze の複数形は they だそうだ (笑)
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6 オイラー ϕ 完全数の平行移動

m だけ平行移動した オイラー ϕ 完全数の定義は次の通り.

ϕ(P e) + 1 + m, (e > 1) が素数 q になるとき a = P eq, (e ≥ 2) を (P を底とす
る) m だけ平行移動した (狭義の)オイラー ϕ 完全数の定義とする.

特にこれを満たす a を (ϕ,m) 完全数とも言う.

6.1 e = 1 の場合

この定義では, e = 1 の場合を除外している.

実際 e = 1の場合ϕ(P e) = ϕ(P ) = P −1なので, q = ϕ(P e)+1+m = P +m

は素数になることが条件である.

a = P eq = Pq = P (P + m) が狭義のオイラー ϕ 完全数 となって簡単になり
過ぎて面白みに欠ける.

P = 2, e = 1 の場合は q = 2 + m が素数なら a = 2(2 + m) を m だけ平行移
動した狭義のオイラー ϕ 完全数 になる.

いろいろやってみると e = 1 の場合を除外するのは不自然なことでこの場合
も取り入れておくのがよいようだ.

6.2 P = 2,m = −2

もっとも簡単な P = 2.m = −2 の場合を計算してみる.

表 6: P = 2,m = −2

a 素因数分解
24 23 ∗ 3

112 24 ∗ 7

1984 26 ∗ 31

32512 28 ∗ 127

134201344 214 ∗ 8191

34359476224 218 ∗ 131071

549754765312 220 ∗ 524287

9223372032559808512 232 ∗ 2147483647

q = ϕ(P e) + 1 = 2e−1 + 1 − 2 = 2e−1 − 1 が素数という条件なので, q はメル
センヌ素数になり,ここでの a = 2eq はおしなべて, ユークリッド完全数の 4倍で
ある.
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オイラー ϕ 完全数を定義してみたらまたユークリッド完全数が出てきた.

6.3 P = 2,m = 0

次に m = 0 の場合を計算する.

表 7: P = 2,m = 0

a 素因数分解
12 22 ∗ 3

40 23 ∗ 5

544 25 ∗ 17

131584 29 ∗ 257

8590065664 217 ∗ 65537

素数部分は フェルマ素数である.

12,40 はともに m = 0 のときのオイラー完全数である. 40歳になったら第２
オイラー完全数の祝いをするといい.
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7 ϕ 完全数の方程式
q = ϕ(P e) + 1 + m, e > 1 が素数になるとき a = P eq とする. (m が負の場合

もいれているので, q > P を仮定する.)

ϕ(a) = ϕ(P eq) = P e−1Pq

に P を掛けて

Pϕ(a) = P ePq = P eP (q − 1)

により

Pϕ(a) = P eP (q − 1) = P ePq − P eP.

一方
q = ϕ(P e) + 1 + m = P e−1P + 1 + m なので P e−1P = q − 1−m.

ゆえに
P eP = P (q − 1−m).

かくして
Pϕ(a) = Pa− PMaxp(a) + Pm. (2)

が得られた.

これがm だけ平行移動した オイラー ϕ 完全数の方程式である.

オイラー ϕ 完全数の方程式を満たす解がm だけ平行移動した広義のオイラー
ϕ 完全数と呼ばれる.

P = 2 の場合は簡単になる.

2ϕ(a) = a− 2Maxp(a) + 2m. (3)

ϕ 完全数の方程式 (∗) で定義された数は必ずしも ϕ 完全数になるわけでは
ない.

ϕ 完全数においては q = ϕ(P e) + 1 + m が素数になると仮定されているので
1 + m は P で割れない.

ϕ 完全数の方程式 自身を扱うとき 1 + m は P で割れない,などのことにこだ
わらない. 実際に m = P − 1 の場合が重要な結果を与えるのである.

8 計算例
広義のオイラー ϕ 完全数は狭義のオイラー ϕ 完全数に比べてどの程度異質な

ものがあるか調べよう. 定義にしたがって誠をつくして計算するほかない.
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9 m : 偶数
m : 偶数という条件は健全なものである.

オイラー ϕ 完全数の方程式の解を全数調査の方法で探す. a < 1000000 につ
いて

2ϕ(a) = a− 2Maxp(a) + 2m

を満たす a とその素因数分解を求める.

計算時間の関係で a は 1000万未満で探している.

与えられた m, e < 100 について指数分を動かし, q = 2e−1 + 1 + m が素数と
なる場合を調べる a = 2eq とおくことに比較するとはなはだ能率が悪い.

9.1 P = 2,m = −2

表 8: P = 2,m = −2

a 素因数分解
24 23 ∗ 3

112 24 ∗ 7

1984 26 ∗ 31

32512 28 ∗ 127

3,7,31,127 とメルセンヌ 素数が並ぶ.

9.2 P = 2,m = 0

表 9: P = 2,m = 0

a 素因数分解
12 22 ∗ 3

40 23 ∗ 5

544 25 ∗ 17

131584 29 ∗ 257

3,5,17,257 とフェルマ 素数が並ぶ.
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9.3 P = 2,m = 2

表 10: P = 2,m = 2

a 素因数分解
20 22 ∗ 5

56 23 ∗ 7

176 24 ∗ 11

608 25 ∗ 19

8576 27 ∗ 67

33536 28 ∗ 131

9.4 P = 2,m = 4

表 11: P = 2,m = 4

a 素因数分解
28 22 ∗ 7

208 24 ∗ 13

2368 26 ∗ 37

m = −2, 0, 2, 4 とした場合, 解 a は a = 2eq, (q = 2e−1 + 1 + m :素数)の形な
ので想定された形の解が出てくるのみである.

せっかく広義のオイラ完全数を定義しても新しいものがでてこない. これは
不思議なのでそのことの証明を試みる.
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10 オイラーϕ 完全数の方程式の解
ϕ 完全数の方程式

Pϕ(a) = Pa− PMaxp(a) + Pm

について P を法としてみると, Pa ≡ 0 mod P が直ちに出るので a は P の
倍数になり a = P eL, (L は,P で割れない)と書ける. この e は重要な数である.

11 微小解
m = 0, e = 1 のとき a = Pq0(P > q0 : 素数), は

Pϕ(a) = Pa− PMaxp(a)

の解になることは一般的に証明できる.

実際, Maxp(a) = P によって

Pϕ(a)− Pa = PPq0 − PPq0 = −PP.

m = 0 のときの解 a = Pq0(P > q0 :素数) を微小解という. 微小解は ϕ 完全
数の方程式 (∗) に特有の解である.

逆に, m = 0, e = 1 のときの解は微小解になることを示すことができる.

a = PL, (L は,P で割れない)と書けるので Pϕ(a) = PPϕ(L),

Pa− PMaxp(a) = PPL− Pq.

よって,

PPϕ(L) = PPL− Pq.

オイラーの余関数 coϕ(L) = L− ϕ(L) を使うと

P coϕ(L) = q − 1.

そこで π = Maxp(L) とおく.

1) L が素数なら coϕ(L) = 1 なので P = q − 1. ゆえに P = q. L は素数なの
で q0 と書くと, P = q = Maxp(a) により P > q0. a = Pq0 が解になる.

2) L が非素数なら coϕ(L) ≥ π.

P coϕ(L) = q − 1　によって

15



q − 1 = P coϕ(L) ≥ Pπ.

a) P > π のとき. q = P になり

P − 1 = q − 1 = P coϕ(L) ≥ Pπ ≥ 2P .

矛盾.

b) P < π のとき. q = π になり

q − 1 ≥ Pπ = Pq ≥ q.

矛盾.
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12 定理と証明
次の結果が基本定理である.

定理 1 m ≥ 0 のとき

Pϕ(a) = Pa + Pm− PMaxp(a)

を満たす解は

1. m = 0, e = 1 のとき微小解 a = Pq0(P > q0) となる.

2. m = P − 1 のときの微小解 a = P e となる.

3. e > 1 のとき a は (ϕ,m)− 完全数.

4. e = 1 のとき a = Pq, q = P + m は素数.

証明.

a = P eL(P, L は互いに素)と書けくとき次式を満たす:

Pϕ(a) = P ePϕ(L), Pa = P ePL.

q = Maxp(a) とおくとこれより

P ePϕ(L) = P ePL + Pm− Pq

余関数 coϕ(L) = L− ϕ(L) を用いて,

P eP coϕ(L) = Pq − Pm.

P で割って

P e−1P coϕ(L) = q −m.

L = 1 のとき a = P e, q = P . さらに coϕ(L) = 0.よって, q − 1 = mにより,

P = q なので m = P − 1.

m = P − 1 のとき, a = P e も微小解という.

L ≥ 2 のとき a = P eL ≥ 2P e.

P e−1P coϕ(L) = q −m.

において
(1) L : 素数なら coϕ(L) = 1 によって, P e−1P = q −m = q − 1−m.

17



q = P e−1P + 1 + m が素数になり a = P eq は狭義のオイラー完全数.

すなわち a は (ϕ,m)− 完全数.

(2) L が素数でないとき. π = Maxp(L) とおく.

coϕ(L) ≥ π を用いて

P e−1P coϕ(L) = q −m ≥ P e−1Pπ.

これより,

q −m ≥ P e−1Pπ.

(a) P > π の場合,q = Maxp(a) = P, π ≥ 2. これより

q −m = P − 1−m ≥ P e−1P × 2.

m ≥ 0 によって

P = P − 1 ≥ P − 1−m ≥ P e−1P × 2.

これは矛盾.

(b) P < π の場合,q = Maxp(a) = π ≥ 2.

これより

q −m = π − 1−m ≥ P e−1Pπ ≥ 2π.

m ≥ 0 によって

π − 1−m ≥ 2π.

これは矛盾.

かくて e = 1のとき q = P + m が素数なら a = Pq は解. これも微小解とい
う. 微小解は形が単純で条件も確かめやすいが,普通の解に比べて芸のない解なの
である.

このようにして, m ≥ 0 の場合にはオイラーの ϕ 完全数の基本問題は解決
した.

しかし解決しても困ることがある. 問題がなくなって失業状態になるから.

そこで m < 0 の場合について詳しく調べることにした.

P = 2 の場合に限っても興味ある結果がいろいろ出てきて,思いのほか豊穣の
大地が広がっていたのである.

v
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ここでは P = 2 の場合,広義のオイラー ϕ 完全数を調べる. この場合,ϕ 完全
数 についての方程式は次のように簡単になる.

2ϕ(a) = a + 2m− 2Maxp(a)

狭義のオイラーの ϕ完全数の定義によれば P = 2のとき q = ϕ(P e)+1+m =

2e−1 + 1 + m は素数なので m は偶数になる.

しかし方程式 2ϕ(a) = a + 2m − 2Maxp(a) ができた以上, m : 奇数の場合も
平等に扱ってやりたい.

このように狭義の完全数ではありえない場合についても探求することが大切
である.

かくして広義の完全数が導入されたが,実際に出てくるものは何だろうか. 私
はこれらを調べるにあたり心は踊り,ツチノコ 2を探すような興奮を覚えたので
あった.

P = 2 のときm だけ平行移動した広義のオイラー ϕ 完全数を次のように分
類した調べる.

I型. m ≥ 0,m :偶数
II型. m < 0,m : 偶数
III型. m < 0,m : 奇数
IV型. m ≥ 0,m : 奇数

2日本に生息すると言われる未確認生物. 蛇のようだがもっと太いと言われている.

19



13 I 型， m ≥ 0,m : 偶数

13.1 P = 2,m = 0; m = 2

広義のオイラー ϕ 完全数をもっとも簡単な場合からパソコンで調べよう.

表 12: P = 2,m = 0; m = 2

m = 0 m = 2

a 素因数分解 a 素因数分解
12 22 ∗ 3 20 22 ∗ 5

40 23 ∗ 5 56 23 ∗ 7

544 25 ∗ 17 176 24 ∗ 11

131584 29 ∗ 257 608 25 ∗ 19

8576 27 ∗ 67

33536 28 ∗ 131

これらの解はすべて a = 2eq, q = 2e−1 + 1 + m : 素数の形になっている. こ
れを通常解という. m ≥ 0 の場合は,オイラー完全数の基本定理により広義のオイ
ラー ϕ 完全数は狭義のオイラー ϕ 完全数になる.パソコンによる結果は基本定理
を裏付ける.

基本定理がある以上, m ≥ 0 についてパソコンで調べることはない. 次に
m < 0 の場合についてパソコンで調べる.
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14 II 型， m < 0,m : 偶数

14.1 P = 2,m = −2

表 13: P = 2,m = −2

a 素因数分解 ϕ(a)

24 23 ∗ 3 8

112 24 ∗ 7 48

1984 26 ∗ 31 960

32512 28 ∗ 127 16128

以上の場合は,パソコンによる全数調査の結果. m = −2; q = 2e+1 − 1: 素数
の場合についてはwxmaxima を用いて, 指数 e < 21 について調べると結果はすぐ
出る.

表 14: P = 2,m = −2; q = 2e−1 − 1, a = 2eq: 素数の場合

e a 素因数分解 ϕ(a)

3 24 23 ∗ 3 8

4 112 24 ∗ 7 48

6 1984 26 ∗ 31 960

8 32512 28 ∗ 127 16128

14 134201344 214 ∗ 8191 67092480

18 34359476224 218 ∗ 131071 17179607040

20 549754765312 220 ∗ 524287 274876858368

以上からこれらはユークリッドの完全数の４倍であることがわかる.

ここでは a = 22 ∗ 32 が a = 2eq とかけない解でこれを非通常解という.

a = 36 = 22 ∗ 32 のみが非通常解.

14.2 P = 2,m = −6; m = −8

a = 100 = 22 ∗ 52 のみが非通常解.

この場合は異常に解が少ない.

しかし指数 e = 40 で解が発見された. 何という僥倖!.

X = 302231454899259247165440
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表 15: P = 2,m = −4

a 素因数分解 ϕ(a)

36 22 ∗ 32 12

80 24 ∗ 5 32

416 25 ∗ 13 192

1856 26 ∗ 29 896

7808 27 ∗ 61 3840

　

表 16: P = 2,m = −4; q = 2e−1 − 3: 素数の場合

e a 素因数分解 ϕ(a)

3 8 23 4

4 80 24 ∗ 5 32

5 416 25 ∗ 13 192

6 1856 26 ∗ 29 896

7 7808 27 ∗ 61 3840

10 521216 210 ∗ 509 260096

11 2091008 211 ∗ 1021 1044480

13 33529856 213 ∗ 4093 16760832

15 536772608 215 ∗ 16381 268369920

21 2199016964096 221 ∗ 1048573 1099507433472

表 17: P = 2,m = −6

a 素因数分解 ϕ(a)

48 24 ∗ 3 16

100 22 ∗ 52 40

352 25 ∗ 11 160

7552 27 ∗ 59 3712

128512 29 ∗ 251 64000

14.3 P = 2,m = −10; m = −12 の場合

m = −10 のときの非通常解は a = 60 = 22 ∗ 3 ∗ 5, a = 72 = 23 ∗ 32 .
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表 18: P = 2,m = −6; q = 2e−1 − 5: 素数の場合

e a 素因数分解 ϕ(a)

4 48 24 ∗ 3 16

5 352 25 ∗ 11 160

7 7552 27 ∗ 59 3712

9 128512 29 ∗ 251 64000

11 2086912 211 ∗ 1019 1042432

13 33513472 213 ∗ 4091 16752640

19 137436332032 219 ∗ 262139 68717903872

表 19: P = 2,m = −8

a 素因数分解 ϕ(a)

196 22 ∗ 72 84

表 20: P = 2,m = −8; q = 2e+1 − 7: 素数の場合

e a 素因数分解 ϕ(a)

40 604462909799618005958656 240 ∗ 549755813881 X

表 21: P = 2,m = −10; m = −12

m = −10 m = −12 R

a 素因数分解 ϕ(a) a 素因数分解 ϕ(a)

60 22 ∗ 3 ∗ 5 16 84 22 ∗ 3 ∗ 7 24

72 23 ∗ 32 24 160 25 ∗ 5 64

224 25 ∗ 7 96 484 22 ∗ 112 220

1472 26 ∗ 23 704 6784 27 ∗ 53 3328

m = −12 のときの非通常解は a = 84 = 22 ∗ 3 ∗ 7, a = 484 = 22 ∗ 112 .
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15 II 型のときの証明
P = 2 のとき方程式は 2ϕ(a) = a + 2m − 2(q − 1), (q = Maxp(a)) により

a = 2eL( L : 奇数), S = −m > 0 とおくとき

2e−1coϕ(L) = q − 1 + S.

e > 1 を示すために e = 1 と仮定して矛盾を導く.

S と q − 1 は偶数なので coϕ(L) も偶数.

しかし L は奇数, ϕ(L) は偶数なので coϕ(L) = L − ϕ(L) も奇数. これ矛盾
した.

かくて e ≥ 2 が示された.

15.1 S = 2 のときの証明

まず簡単な場合を扱う.

S = 2のとき
2e−1coϕ(L) = q − 1 + S = q + 1.

i). L : 素数なら, coϕ(L) = 1 により , 2e−1 = 1 + q. q = 2e−1 − 1. これらはメ
ルセンヌ素数. a = 2eq = 4 ∗ 2e−2q; 完全数の 4倍.

2. L : 非素数なら, coϕ(L) ≥ q により ,

2ecoϕ(L) = 2(1 + q) ≥ 2eq.

(1 + q) ≥ 2e−1q になり矛盾. したがって m = −2 の場合はユークリッドの完
全数の 4で出来ていること示された.

15.2 S = 4のときの証明

m = −4 なので
2ϕ(a) = a− 6− 2q.

a = 2eL, L : 奇数, とおくとき

2ecoϕ(L) = 2(3 + q).

1. L : 素数なら, coϕ(L) = 1 により , 2e−1 = 3 + q. q = 2e−1 − 3. これらが素
数の場合を調べる.
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2. L : 非素数なら, coϕ(L) ≥ q により ,

2ecoϕ(L) = 2(3 + q) ≥ 2eq.

3 + q ≥ 2e−1q になる.ゆえに 3 ≥ (2e−1 − 1)q. e ≥ 2 のとき q = 3, e = 2 に
なり

2e−1coϕ(L) = (3 + q)

から
coϕ(L) = 3.

よって,L = q2, a = 22 ∗ 32 が非通常解.

15.3 S = 10 のときの証明

S = 10 によって

2e−1coϕ(L) = q + 9.

L = q:素数のとき 2e−1 − 9 = q. これは狭義の完全数の場合.

L = q2 のとき

2e−1q = q + 9.

(2e−1 − 1)q = 9 により e = 2, 3.

e = 2 なら q = 9 で矛盾.

e = 3 なら q = 3 となり,

22coϕ(L) = q + 9 = 12.

よって coϕ(L) = 3, L = 33; a = 23 ∗ 32.

L = qµ(q > Maxp(µ)) のとき
coϕ(L) = (q − 1)µ0 + µ. (µ0 = coϕ(µ) とおいた.)

i) µ0 = 1 なら µ:素数. L = qµ により

2e−1(q + µ− 1) = q + 9.

e = 2 のとき
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2(q + µ− 1) = q + 9.

q = 9 + 2− 2µ.

L: 奇数なので µ ≥ 3 により
µ = 3 なら q = 5. よって, a = 22 ∗ 3 ∗ 5.

µ ≥ 4 のとき解はない.

e > 2 のときは矛盾.

ii) µ0 ≥ 3 なら L = qµ により

coϕ(L) = (q − 1)ϕ(L) = (q − 1)µ0 + µ ≥ 3(q − 1) + µ ≥ 3q + 6.

2e−1coϕ(L) = q + 9 ≥ 2coϕ(L) ≥ 2(3q + 6).

これは矛盾.
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16 III 型， m < 0,m : 奇数
狭義の オイラーの ϕ 完全数では起こりえない場合,すなわちm : 奇数でかつ

負の数のとき調べる. 個々の場合にパソコンによる計算で調べてみよう.

S = −m > 0 とおく. q = Maxp(a) として a の最大素因子 q を導入すると ϕ

完全数 についての方程式は

2ϕ(a) = a− 2S − 2(q − 1).

a は偶数になるので a = 2eL( L : 奇数) とおくとき

2e−1coϕ(L) = S − 1 + q.

S : 奇数なので S − 1 + q も奇数. よって e = 1; a = 2L.

狭義の オイラーの ϕ 完全数では e ≥ 2 が満たされている. S : 奇数という尋
常でない場合なので e = 1 になったと理解しておく.

したがってこの場合 ϕ完全数についての方程式は次のようにごく簡単になる:

coϕ(L) = S − 1 + q.

16.1 S = 1

S = 1 のとき ϕ 完全数 についての方程式 coϕ(L) = q を解く.

以前オイラーの余関数を詳しく調べていたので結果は推測できて L = q2 が
解. したがって a = 2q2.

したがって 2ϕ(a) = a− 2q なら a = 2q2.

この結果は美しい.この証明は後で与える.

16.2 S = 3 の場合の計算結果

S = 3 のとき ϕ 完全数 についての方程式を解く.

a < 1000, 000 の範囲でパソコンによる解の全数調査をする.

結果として解が無数にでるがみな a = 6p, (p > 3) の形をしている. これを通
常解という.

表 22: P = 2, S = 3

a 素因数分解
6p, (p > 3) 2 ∗ 3 ∗ p
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17 通常解
S = p :奇素数のとき, p < q :奇素数 について L = pq は
coϕ(L) = p+ q− 1, S− 1+ q = p− 1+ q により coϕ(L) = S− 1+ q を満たす.

a = 2pq は次式の解でこれが通常解である.

2ϕ(a) = a− 2p− 2(q − 1).

このように, S = p : 奇素数のとき通常解 a = 2pq がある.

S = p : 合成数のとき通常解はないが散発的な解はありうる. これらの非通常
解を見出すことが興味ある課題である.

17.1 S = 5, 7 の場合の計算結果

S = 5 のとき a = 10p, (p > 5) = 2 ∗ 5 ∗ p.

a = 10p, (p > 5) の形の通常解だけ.

S = 7 のとき通常解 14p = 2 ∗ 7 ∗ p 以外に 54 = 2 ∗ 33 が最初にでてきた解で,

これが非通常解.

非通常解の決定は興味ある問題である.

現実に行うと手間がかかるので次にパソコンによる結果を与える. すこしず
るいが,時間がないので仕方ない.

17.2 S ≥ 11 の場合の計算結果

S : 奇数 であるが解の無い場合は記さない. たとえば S = 9, S = 15 のとき解
はない.

パソコンによる計算の結果, S = 17 のとき a = 2 ∗ 17 ∗ p という通常解と非通
常解 a = 90 = 2 ∗ 32 ∗ 5 が出てきた.

これらの結果から非通常解は最小の通常解より小さいことが推定できる.

S : 非素数なら通常解の大きさはどのように評価できるかという問題も自然な
問いかけであるが証明できそうもない.
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表 23: P = 2,m < 0, S = −m ≥ 11

S a 素因数分解
11 22p, (p > 11) 2 ∗ 11 ∗ p

13 26p, (p > 13) 2 ∗ 13 ∗ p

17 90 2 ∗ 32 ∗ 5

17 34p, (p > 19) 2 ∗ 17 ∗ p

21=3*7 126 2 ∗ 32 ∗ 7

21 250 2 ∗ 53

23 46p, (p > 23) 2 ∗ 23 ∗ p

29 198 2 ∗ 32 ∗ 11

29 58p, (p > 29) 2 ∗ 29 ∗ p

31 64 26

31 150 2 ∗ 3 ∗ 52

31 62p, (p > 31) 2 ∗ 31 ∗ p

33=3*11 234 2 ∗ 32 ∗ 13

37 74p, (p > 37) 2 ∗ 37 ∗ p

41 306 2 ∗ 32 ∗ 17

41 82p, (p > 41) 2 ∗ 41 ∗ p

43 686 2 ∗ 73

43 86p, (p > 43) 2 ∗ 43 ∗ p

45 = 32 ∗ 5 342 2 ∗ 32 ∗ 19

47 94p, (p > 47) 2 ∗ 47p

49 = 72 350 2 ∗ 52 ∗ 7

51 210 2 ∗ 3 ∗ 5 ∗ 7

53 414 2 ∗ 32 ∗ 23

53 106p, (p > 53) 2 ∗ 53 ∗ p

57 = 3 ∗ 19 294 2 ∗ 3 ∗ 72

59 270 2 ∗ 33 ∗ 5

59 2 ∗ 118p, (p > 59) 2 ∗ 59 ∗ p

18 III型の場合の証明
以上の結果はパソコンでの計算結果なので次に証明を行う.

S = 1 のとき.

coϕ(L) = q

が方程式でこれを解けばよい. q は L の最大素因子で, L は奇数.
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18.1 S = 1のときの証明

i) s(L) = 1 の場合 L = qj とおくとき, coϕ(L) = qj−1 = q により j = 2.

ii) s(L) ≥ 2 の場合. L = qjµ, (q > Maxp(µ)) と書き, µ0 = coϕ(µ) とおくと
き coϕ(L) = qj−1(µ + qµ0) = q .

これにより j = 1. µ + qµ0 > qが成り立つのでこれはおきない.

よって, 奇素数 q に関して L = q2. よって a = 2q2.

S = 3, 5 のときは同様に証明できるので略し,ここでは非通常解の出る最初の
例 S = 7 を扱う.

18.2 S = 7 のときの証明

coϕ(L) = S − 1 + q = 6 + q

が方程式でこれを解けばよい. q は L の最大素因子で, L は奇数.

L = qj, (j ≥ 2)とおくとき, coϕ(L) = qj−1 = q+6によって, j = 3, q2−q = 6.

これより q = 3.非通常解 a = 2 ∗ 33 がでる.

L = qµ, (q > Maxp(ϕ(µ))) の場合. µ0 = co(µ) とおくとき coϕ(L) = (q −
1)µ0 + µ となる.

i) µ0 = 1.

coϕ(L) = q + µ− 1 なので q + µ− 1 = q + 6. よって, µ = 7. q > 7 が条件で
a = 2 ∗ 7q = 14q. これは通常解.

µ が非素数なら, µは奇数なので 1) µ0 = 3, µ = 9,2) µ0 = 5, µ = 25, 3)

µ0 = 7, µ = 49, 35 等.

1) µ0 ≥ 3, µ:非素数のとき, µ ≥ 9.

coϕ(L) ≥ 3q + 6, coϕ(L) = q + 6 ≥ 3q + 6.

これは不成立.

18.3 S = 17 のときの証明

coϕ(L) = S − 1 + q = 16 + q

が方程式でこれの解を求める.
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L = qj, j ≥ 2 とおくとき, coϕ(L) = qj−1 = q + 16, によって, qj−1 − q = 16.

これより j = 3, q(q − 1) = 16.不成立

i) µ0 = 1. µ が素数になるので
q + µ− 1 = q + 16. よって, µ = 17. q > µ = 17 が条件で a = 2 ∗ 17q = 34q.

これは通常解.

ii) µ0 > 2. µ が非素数なので
1) µ0 = 3, µ = 9 のとき,

coϕ(L) = 3q + 6, coϕ(L) = q + 16.

3q + 6 = q + 16 により 2q = 10. したがって q = 5, a = 2 ∗ 32 ∗ 5.

18.4 S = 21 のときの証明

coϕ(L) = S − 1 + q = 20 + q

が方程式でこれの解を求める.

L = qj, (j ≥ 2) とおくとき, coϕ(L) = qj−1 = q + 20, によって, qj−1 − q = 20.

これより j = 3, q(q − 1) = 20. これは解けて q = 5, a = 2 ∗ 53.

i) µ0 = 1. µ が素数になるので q + µ− 1 = q + 20. よって, µ = 21. これは素
数でない.

µ が非素数なら
1) µ0 = 3, µ = 9 のとき,

coϕ(L) = 3q + 6, coϕ(L) = q + 20.

3q + 6 = q + 20 により 2q = 14. したがって q = 7, a = 2 ∗ 32 ∗ 7.
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19 IV 型 m : 正の奇数
m : 奇数, 負の数 の場合が済んだので m : 奇数, 正の数の場合を扱う. この場

合は意外なことにきわめて簡単になる. 小さなツチノコを数多く発見した思いが
した.

P = 2, m = 1, 3, 5, · · ·
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表 24: P = 2,m = 1, 3, 5, · · ·

m a =素因数分解
1 6=2*3

3 10=2*5

5 14=2*7

9 22=2*11

11 26=2*13

13 none(13+2=15, 非素数)

15 34=2*17

17 38=2*19

19 none(19+2=21, 非素数)

21 46=2*23

23 none((23+2=25, 非素数)

m + 2 = q のとき解は a = 2q のみ
この場合は解が完全に決まるが面白いものはでてこない.

以下証明.

coϕ(L) = q − 1−m を解く.

L が素数なら coϕ(L) = 1 = q − 1−m なので q = m + 2.

L が非素数なら coϕ(L) ≥ q なので q ≤coϕ(L) = q − 1−m. 矛盾.
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Invariants of Cyclic Coverings of the
Projective Line

Fumio Sakai

(Kurashiki, August 28, 2016)
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1 Introduction

A non-singular projective curve C (over C) is a d-fold

cyclic covering of P1 if there is an automorphism σ of C

of order d such that C/⟨σ⟩ ∼= P1. Let π : C → P1 be the

d-fold covering map. We denote by n the number of branch

points on P1. In this talk, we always consider the case in

which g =genus(C)≥ 2.

P1

C

π

2
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1.1 Equations

Such a curve has the equations (0 < ak < d for all k):

(1) C : yd =
∏n

k=1(x− λk)
ak (standard form),

where

GCD(d, a1, . . . , an) = 1 and
n∑

k=1

ak ≡ 0 (mod d),

(2) C : yd =
∏n−1

k=1(x− µk)
ak (short form),

where

GCD(d, a1, . . . , an−1) = 1 and

n−1∑
k=1

ak ̸≡ 0 (mod d).
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In (1), the branch points are {λ1, . . . , λn} ⊂ P1. In (2),

the branch points are {µ1, . . . , µn−1,∞} ⊂ P1.

The automorphism σ of order d is given by

σ : (x, y)→ (x, ϵy) (ϵ = e2πi/d)

Example 1. The curve C : y7 = x2(x− 1) (short form)

can be given by the following equation (standard form).

Y 7 = X2(X − 1)(X + 1)4.

Apply ϕ ∈ Aut(P1) so that 0→ 0, 1→ 1,∞→ −1:

(x, y)→ (
x

2− x
, 25/7

y

2− x
) = (X,Y ).

4
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1.2 Genus formula

In what follows, we mainly use the standard form :

C : yd =
n∏

k=1

(x− λk)
ak.

We call (d; a1, . . . , an) the Type of C. We may ignore the

order of ak’s. The covering map π : C → P1 is given by

(x, y)→ x. Over the branch point λk ∈ P1, there are

ck = GCD(d, ak) ramification points with ramification

index d/ck. Via Hurwitz genus formula, we obtain:

g =
(d− 1)(n− 2)

2
+
n−

∑n
k=1 ck

2
.

5

'

&

$

%

If ck = 1, then there is a unique ramification point Pk

over λk. We say that π is totally ramified at Pk.

Condition (T): GCD(d, ak) = 1 for all k.

We have the implication:

d = p (a prime number) ⇒ Condition (T).

Lemma 1. Under Condition (T) , we have

g =
(d− 1)(n− 2)

2
.

6
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1.3 Names

Cyclic coverings of P1 have a lot of different names.

• hyperelliptic curves for d = 2,

• cyclic d-gonal curves,

• Zd-curves,

• superelliptic curves for the curve yp = f(x) (short

form), where f(x) is square free ([2]),

• generalized superelliptic curves if Condition (T) is

satisfied ([4]).
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1.4 Famous curves

(1) Bring’s curve, 1786

y5 = (x2 − 1)(x2 + 1)4 (g = 4)

This is the curve of the lowest genus on which S5 acts.

(2) Klein quartic, 1879

C : x3y + y3z + z3x = 0

Clearly σ : (x, y, z)→ (ϵ4x, ϵ2y, ϵz) (ϵ = e2πi/7)
induces an automorphisms of order 7 on C. We can show
that C has the equation:

y7 = x2(x − 1) (short form).

We have C = H/Γ(7) = X(7) (a modular curve).

8
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(3) Picard curves, 1883

C : y3 = x(x− 1)(x− a)(x− b) (short form)

One can show that τ (P∞) = P∞ for τ ∈ Aut(C).

Picard encountered ”Picard modular functions” as the

inverse of the period map from the parameter space.

(4) Lefschetz curve, 1920

Ca : yp = xa(x− 1) (short form)

Here p is a prime number and n = 3. Lefschetz classified

Aut(Ca). Weil determined the Riemann matrices.
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2 Equivalences and Automorphisms

2.1 Equivalences

Let C : yd =
n∏

k=1

(x− λk)
ak .

Lemma 2. (1) For ϕ ∈ Aur(P1), set µk = ϕ(λk). Then

C is isomorphic to the curve: yd =
n∏

k=1

(x− µk)
ak.

(2) Take a positive integer m such that GCD(d,m) = 1.

Write mak ≡ bk (mod d) (0 < bk < d). Then C is

isomorphic to the curve: yd =
n∏

k=1

(x− λk)
bk.

10
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Proof. (2) Let C(C) = C(x, y) be the function field. We

have C(x, y) = C(x, ym), since GCD(d,m) = 1. Write

mak = bk + lkd. We have Y d =
∏n

k=1(x− λk)
bk , where

Y = ym/(
∏n

k=1(x− λk)
lk) .

We define the equivalence relation:

(d; a1, . . . , an) ∼ (d; b1, . . . , bn),

if there is m with GCD(d,m) = 1 such that mak ≡ bk
(mod d) for all k.

Example 2. Since (7; 2, 1, 4) ∼ (7; 6, 3, 5), we have

{y7 = x2(x− 1)(x+1)4} ∼= {y7 = x6(x− 1)3(x+1)5}.
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Theorem 1 (Nakajo [15], 1999). Let p be a prime number.

The two cyclic coverings

C : yp :=
n∏

k=1

(x− λk)
ak and C′ : yp :=

n∏
k=1

(x− µk)
bk

are isomorphic if and only if there is ϕ ∈ Aut(P1) and ρ ∈
Sn such that ϕ(λk) = µρ(k) and

(p; a1, . . . , an) ∼ (p; bρ(1), . . . , bρ(n)).

The if part follows from Lemma 2. The key in the proof

of the only if part is the following fact.

12
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Theorem 2 (Gonzalez-Diez [9], 1995). Let σi (i = 1, 2)

be two automorphisms of order p such that C/⟨σi⟩ ∼= P1,

then the cyclic groups ⟨σ1⟩ and ⟨σ2⟩ are conjugate in

Aut(C).

Remark 1. Theorem 1 was conjectured by M.Namba in

1981. By the way, Naoyuki Nakajo was my former student

at Saitama University.

Remark 2. In case d is not prime, the situation is different

(Gonzalez-Diez and Hidalgo, 1997, for d = 4, 8).
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2.2 Automorphism groups

Let C be a cyclic covering of P1 with C/⟨σ⟩ = P1. We

denote by Aut(C) the automorphism group of C. We

have the following two cases:

Case 1. ⟨σ⟩ ◁ Aut(C). Thus, Aut(C) = Aut(C)/⟨σ⟩ is
a finite sugroup of Aut(P1).

Case 2. N(σ) ⫋ Aut(C), where N(σ) is the normalizer

of the cyclic group ⟨σ⟩ in Aut(C). An automorphism

τ ̸∈ N(σ) is called exceptional (Broughton, Wootton).

14
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Example 3. For hyperelliptic curves (d = 2), we have

⟨σ⟩ ◁ Aut(C), since the double covering π : C → P1 is

unique.

Theorem 3 (Kontogeorgis [13], 1999). Let π : C → P1

be a d-fold cyclic covering with n branch points. Assume

(i) Condition (T) is satisfied (i.e, π is fully ramified).

(ii) n > 2d

Then we have ⟨σ⟩ ◁ Aut(C).

Example 4. Let C be the Klein curve y7 = x2(x− 1)

(short form). It is known that |Aut(C)| = 168 and

|N(σ)| = 21.
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Example 5. C : y2 =
∏n

k=1(x− λk) (hyperelliptic case).

(1) For general λk, we have Aut(C) = Z2 = ⟨σ⟩.

(2) For y2 = x2m − 1, we have Aut(C) = ⟨τ , ρ⟩ ∼= D2m,

where τ (x) = ζx, ρ(x) = 1/x (ζm = 1).

In 2005, Kallel and Sjerve [12] gave a complete

classification of Aut(C) for the case in which n = 3. In

particular, they observed the following phenomenon:

Theorem 4. Aut(C) is determined only by Type

(d; a1, a2, a3) for those curves:

C : yd = (x− λ1)
a1(x− λ2)

a2(x− λ3)
a3.

16
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3 Gonality

Let C(C) be the function field of a curve C. To

φ ∈ C(C) \ C, we can associate a holomorphic map

φ : C → P1.

The gonality of C, denoted by Gon(C) or by G for short,

is defined to be the minimum of the degrees of such maps:

Let C be a d-fold cyclic covering of P1. We have

Gon(C) ≤ d. If d = p (prime) and n > 2(p− 1), then we

have Gon(C) = p (Namba [16], 1979).
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We list the cases G = 2 (hyperelliptic) and G = 3

(trigonal). The list is given by Types up to equivalence.

3.1 Classification for G = 2

G = 2 (Wangyu-Kawasaki-Sakai [22, 23], 2014)

Name n Type d

R
3 (d; 12, d − 2) ≥ 5

4 (d; 12, (d − 1)2) ≥ 3

S ≥ 6 2

A ≥ 3 except two of ai’s are divisible by d/2, ≥ 4, 2 | d

18
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Example 6. Let us consider Type (d; 12, (d− 1)2) curve.

C : yd = (x2 + 1)(x2 − 1)d−1.

It has an involution τ : (x, y)→ (−x, y). We compute the

invariant subfield:

C(C)⟨τ⟩ = C(x2, y) = C(t),

where we set t = y/(x2 − 1). Indeed, we obtain

x2 =
td + 1

td − 1
, y =

2t

td − 1
.

Thus, C(C) ∼= C(x, t). We infer from this that C is

isomorphic to the hyperelliptic curve:

C′ : x2 = (td − 1)(td + 1).

19
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3.2 Classification for G = 3

G = 3 (Wangyu [24], 2015)

Name n Type d

3 (d; 1, 2, d − 3) ≥ 7

4
(d; 13, d − 3) ≥ 4

R (d; 1, 2, d − 2, d − 1) ≥ 5

5 (d; 13, d − 2, d − 1) ≥ 4

6 (d; 13, (d − 1)3) ≥ 4

S ≥ 5 3

A ≥ 3 except two of ai’s are divisible by d/3, ≥ 6, 3 | d

20
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Remark 3. As for cyclic coverings on P1, if g ≤ 8, then we

are able to determine the gonality. For the case in which

g = 9, it remains to determine the gonality of the following

two curves:

(6; 1, 23, 32, 5), (6; 12, 2, 32, 42).

It seems they have G = 6.

Conjecture. Let C be a cyclic covering of P1. Then, the

gonality Gon(C) is determined only by its Type.

21
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4 White numbers

Let (d; a1, . . . , an) be Type of the equation (standard

form) of a d-fold cyclic covering of P1 with n branch points.

So we assume

(C1) GCD(d, a1, . . . , an) = 1, (C2)
∑n

k=1 ak ≡ 0 (mod d).

Definition. For each i with 0 < i < d, we define

ρi(d; a1, . . . , an) =
n∑

k=1

⟨
iak

d

⟩
,

where ⟨x⟩ is the fractional part. I call {ρ1, . . . , ρd−1} the
White numbers of Type (d; a1, . . . , an).

22
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We have the following properties:

Lemma 3. Letting ρi = ρi(d; a1, . . . , an), we have

(1) 0 < ρi < n for all i,

(2) We have ρi ∈ N for all i.

Proof. (1) is a consequence of Condition (C1). We see (2).

By definition, we have ⟨iak/d⟩ = rem(iak, d)/d. By

Condition (C2),
n∑

k=1

rem(iak, d) ≡ 0 (mod d), hence we

obtain ρi ∈ N.

23
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Example 7.

i 1 2 3 4 5

ρi(6; 1, 2, 4, 5) 2 2 1 2 2

ρi(6; 1, 1, 5, 5) 2 2 2 2 2

For instance, we have

ρ2(6; 1, 2, 4, 5) =
1

3
+

2

3
+

1

3
+

2

3
= 2.

Remark 4. If (d; a1, . . . , an) ∼ (d; b1, . . . , bn), then by

letting ρ′
i = ρi(d; b1, . . . , bn), we see that {ρ′

1, . . . , ρ
′
d−1}

is a permutation of {ρ1, . . . , ρd−1}.

24
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4.1 Duality

Lemma 4 (Duality). We have

(1) ρi(d; a1, . . . , an)+ρi(d−a1, . . . , d−an) = n− t(i),

(2) ρi(d; a1, . . . , an) + ρd−i(d; a1, . . . , an) = n− t(i),

where t(i) = #{k | iak ≡ 0 (mod d)}.

Proof. This is a consequence of the property:⟨
ab

d

⟩
+

⟨
(d− a)b

d

⟩
=

{
0 if ab ≡ 0 (mod d)

1 otherwise

25
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Proposition 1 (Summation formula). We have

d−1∑
i=1

ρi(d; a1, . . . , an) =
1

2

{
nd−

n∑
k=1

ck

}
,

where ck = GCD(d, ak) as before.

Proof. Indeed, by Lemma 4, we have

d−1∑
i=1

ρi(d; a1, . . . , an) =
n(d− 1)

2
−

1

2

d−1∑
i=1

t(i)

=
n(d− 1)

2
−

1

2

n∑
k=1

(ck − 1).

Note that #{i | iak ≡ 0 (mod d)} = ck − 1.

26
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4.2 Base of differentials

We now come back to a d-fold cyclic covering of P1:

C : yd =
n∏

k=1

(x− λk)
ak (standard form).

There exists a natural automorphism of order d:

σ : C ∋ (x, y)→ (x, ϵy) ∈ C (ϵ = e2πi/d).

The automorphism σ acts on the space of holomorphic

differentials H0(C,K) as ω → ω ◦ σ−1. We define

H0(C,K)(i) = the eigenspace of ϵi.

27
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Theorem 5. Let C be a d-th cover of P1 with Type

(d; a1, . . . , an). Then we have the equality:

dimH0(C,K)(i) = li for i = 1, . . . , d− 1,

where li = ρi(d; a1, . . . , an)− 1.

Proof. Note that li ≥ 0. Fix k. Letting fk = (x− λk), we

define

ωi =

∏n
k=1 f

qk,i
k dx

yi
,

where qk,i = quo(iak, d). We see that ωi ∈ H0(C,K)(i)

if li ≥ 1. For k, set Ωk(i) = {fm
k ωi |m = 0, . . . , li − 1}.

We infer from Proposition 1 that
∑d−1

i=1 li = g. We infer that

the set Ωk(i) is a basis of H(C,K)(i).

28
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Definition. I write

N(C) = l1l2 · · · ld−1

and call it the number plate of C. In view of Lemma 4, we

have the relations:

li + ld−i = n− 2− t(i).

Thus, we have 0 ≤ li ≤ n− 2. If d is even, then we have

ld/2 =
n

2
− 1−

1

2
#{k | ak is even}.
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4.3 Theorem of White

Theorem 6 (White [26], 1964). For (d; a1, a2, a3, a4)

satisfying Condition (T), the following are equivalent:

(i) ρi(d; a1, a2, a3, a4) = 2 for all i.

(ii) After reordering, we have a1 + a2 = d and a3 + a4 = d.

Example 8. We checked: ρi(6; 1, 1, 5, 5) = 2 for all i.

Remark 5. The purpose of G.K.White was to classify

”empty” lattice tetrahedra (a tetrahedra whose vertices are

on the lattice Z3 and contains no lattice points inside other

than the vertices.

30
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4.4 Theorem of Chowla

Theorem 7 (Chowla [6], 1970, . . . ). Let d be an integer.

The numbers

cot
πm

d
(1 ≤ m ≤ d/2, GCD(d,m) = 1)

are linearly independent over Q.

Remark 6. In 1987, Reid [18] obtained a generalization of

White’s theorem (Terminal Lemma) and observed that it is

equivalent to Chowla’s theorem.
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5 Weierstrass points

Definition. For a point P on a curve C of genus g, let

Gap(P ) = {k1 < . . . < kg}

be the gap sequence. As is well known, k is a gap if we

cannot find a rational function having a pole of order k at P ,

without poles elsewhere. The Weierstrass weight w(P ) is

defined as

w(P ) =

g∑
j=1

(kj − j).
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We say that P is a Weierstrass poinf if

w(P ) > 0.

So P is not a Weierstrass point if

Gap(P ) = {1, 2, . . . , g}.

By duality, k is a gap of P if and only if there is a

holomorphic differential ω such that

ordP (ω) = k − 1.
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5.1 Algorithm

Let C be a cyclic covering of Type (d; a1, . . . , an).

Suppose GCD(d, ak) = 1. There is a unique ramification

point Pk over λk. Recall that

li = ρi(d; a1, . . . , an)− 1.

Theorem 8 (Wangyu-Sakai). We obtain the following

formula for the Weierstrass weight of Pk.

w(Pk) =
g(d− g − 1)

2
+
d

2

d−1∑
i=1

l2i − d
d−1∑
i=1

li

⟨
iak

d

⟩
.
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To prove Theorem 8, we first show the following facts.

(i) 1 + ordPk
(fm

k ωi) = (m+ 1)d− rem(iak, d),

(ii) Gap(Pk) = {1 + ordPk
(ω) |ω ∈ Ωk},

where Ωk = ∪d−1
i=1Ωk(i) is the basis of H0(C,K) given in

Theorem 5.

With the aid of the formula in Theorem 8, we made a

program (with Maple) to compute Weierstrass weights.
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Example 9. Type (7; 12, 2, 3). In this case, we have g = 6

and N = 011112. We obtain

ω2 =
dx

y2
, ω3 =

f4dx

y3
, ω4 =

f3f4dx

y4

ω5 =
f3f

2
4dx

y5
, ω6 =

f3f
2
4dx

y6

k Gap(Pk) w(Pk)

1 {1, 2, 3, 4, 5, 8} 2

2 {1, 2, 3, 4, 5, 8} 2

3 {1, 2, 3, 4, 6, 9} 4

4 {1, 2, 3, 5, 6, 10} 6
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5.2 Computation

We examined cyclic coverings of P1 of low genera (up to 11).

n Type N w(Pk)

(12; 1, 3, 8) 00000010011 2

3
(9; 1, 2, 6) 00010011 2, 1

(8; 1, 2, 5) 0010011 22

(7; 1, 2, 4) 001011 13

4
(4; 14) 012 24

(6; 1, 3, 42) 10011 2

5 (3; 14, 2) 12 14, 2

g = 3, non-hyperelliptic case
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n Type N w(Pk)

(15; 1, 5, 9) 00000001001011 42

3
(12; 1, 4, 7) 00001001011 42

(12; 1, 2, 9) 00001000111 3

(10; 1, 2, 7) 000100111 2, 4

(6; 12, 22) 01012 42

(6; 13, 3) 00112 32

4 (6; 1, 2, 4, 5) 11011 22

(5; 13, 2) 0112 23, 4

(5; 1, 2, 3, 4) 1111 04

5
(6; 23, 32) 11002 {}
(4; 13, 2, 3) 112 13, 3

6
(3; 16) 13 46

(3; 13, 23) 22 26

g = 4, non-hyperelliptic case
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5.3 Maximal weight

Theorem 9 (T.Kato [10], 1979). Let P be a a point on a
non-hyperelliptic curve C of genus g. We have the bound:

w(P ) ≤ K(g) =


g(g − 1)

3
for g = 3, 4, 6, 7, 9, 10

g2 − 5g + 10

2
otherwise.

(i) The cyclic coverings (3; 1g+1, 2) (if g ≡ 0 (mod 3)),

(3; 1g+2) (if g ≡ 1 (mod 3)) have a point P attaining the

weight g(g − 1)/3.

(ii) For g = 8 and g ≥ 11, the cyclic coverings

(4; 13, 2g−3, 3) (if g is even), (4; 14, 2g−3) (if g is odd)

have a point P attaining the weight (g2 − 5g + 10)/2.
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Example 10. We found further curves C and P ∈ C
attaining the maximal weight w(P ) = K(g).

g G Type

5
4 (8; 12, 2, 4), (4; 14, 22)

3 (15; 1, 4, 10), (11; 1, 2, 8), (3; 15, 22)

6, 7 omitted

8 4 (4; 13, 25, 3)

3 (30; 1, 9, 20), (27; 1, 8, 18), (20; 1, 2, 17)

9 (15; 1, 9, 102), (10; 13, 7), (9; 1, 33, 8)

(6; 1, 3, 45), (3; 110, 2)

4 (12; 1, 2, 62, 9), (6; 13, 35), (4; 13, 27, 3)

10 3 (33; 1, 11, 21), (30; 1, 10, 19), (22; 1, 2, 19)

(15; 1, 4, 52), (11; 13, 8), (6; 12, 25), (3; 112)

11 4 (8; 1, 2, 44, 5), (4; 14, 28)
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5.4 Fixed points

Theorem 10 (Lewittes [14], 1964). Let σ be a non-trivial

automorphism acting on a curve C of genus g ≥ 2. Set

b = #(Fix(σ). If b ≥ 5, then all fixed points of σ are

Weiersrass points.

After the result of Lewittes, we have the following

developments.

Theorem 11 (K.Yoshida [27], 1993). For b = 2, 3, 4, he

classified the structure of the cases for which there exist

non-Weierstrass fixed points.

In his proof, Yoshida used the Eichler trace formula.
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Example 11. For cyclic coverings of P1, according to

Yoshida’s results, we have the following classification up to

the equivalence of Types .

b g Type w(Pk) d

2 (d − 2)/2 (d; 12, d − 2) 02 ≥ 6, even

3 (d − 1)/2 (d; 12, d − 2) 02, ∗ ≥ 5, odd

4 d − 1 (d; 1, a, d − a, d − 1) 04
d ≥ 3,

GCD(d, a) = 1

non-Weierstrass fixed points
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Theorem 12 (Perez del Pozo [17], 2006). For b ≥ 5, he

found the lower bounds of the Weierstrass weights of fixed

points of an automorphism σ of order d on a curve of genus

≥ 2. Let P be a fixed point of σ. Then

w(P ) ≥ w,

where

w =


(d− 1)(b− 2)(b− 4)

8
if b is even ,

(d− 1)(b− 3)2

8
if b is odd .
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Theorem 13 (Wangyu-Kawasaki-Sakai [25]). Let C be

a d-fold cyclic covering of P1 of genus ≥ 2 with b ≥ 5. Let

(d; a1, . . . , an) be its Type. Assume that C has a fixed point

Pk of σ with w(Pk) = w. Then we have b = n and we

have one of the following cases:

(i) n and d are odd.

(i-1) d = 3. Letting n = 2r + 3, Type is equivalent to

(3; 1r+3, 2r),

(i-2) d ≥ 5. Letting n = 2r + 1 and after reordering ak’s,

we have a2j−1 + a2j = d for j = 1, . . . , r − 1.and

a2r−1 = a2r and a2r−1 + a2r + a2r+1 = d.

(ii) n is even. Letting n = 2r + 2 and after reordering ak’s,

we have a2j−1 + a2j = d for j = 1, . . . , r + 1.

44

53



'

&

$

%

Remark 7. We used Thorem 7. We also showed that

(1) Case (i)⇐⇒ li =

{
(n − 3)/2 for i ≤ (d − 1)/2

(n − 1)/2 for (d + 1)/2 ≤ i

(Up to equivalence of Types)

(2) Case (ii)⇐⇒ li = n/2− 1 for all i.

g Type N w(Pk) Case

3 (3; 14, 2) 12 14, 2 (i − 1)

6 (5; 12, 2, 32) 1122 22, 5, 32
(i - 2)

9 (7; 13, 5, 6) 111222 33, 6, 12

5 (3; 15, 22) 23 45, 52 (i − 1)

4 (3; 13, 23) 22 26

6 (4; 13, 33) 222 36 (ii)

8 (5; 12, 2, 3, 42) 2222 46
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5.5 Total Weierstrass weight

Let C be a d-fold cyclic covering of P1 with n branch

points. Under Condition (T), we consider the sum of

Weierstrass weights of all ramification points P1, . . . , Pn.

TW (C) =
n∑

k=1

w(Pk).

Theorem 14. We have the following formula:

TW (C) =
d(n− 2)

2

d−1∑
i=1

l2i −
g{(d− 1)(n− 2)2 + 4}

4
.

46

54



'

&

$

%

Corollary. We have the following lower bound:

TW (C) ≥


g(n− 4)n

4
if n is even ,

g{(n− 4)n+ d}
4

if n is odd .

The lower bound is attained in the following cases:

(i) n is even. li = n/2− 1 for all i. As a consequence, we

have w(Pk) = w for all k. See Theorem 13, Case (ii).

(ii) n is odd. {li, ld−i} = {(n− 3)/2, (n− 1)/2} for all i.
Note that under Condition (T), d is also odd.
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Example 12. For (d, n) = (11, 5), the lower bound 60 for

TW (C) is attained by the following Types.

Type N w(Pk)

(11; 13, 9, 10) 1111122222 53, 15, 30

(11; 12, 2, 92) 1111122222 52, 20, 152

(11; 12, 3, 8, 9) 1111122222 52, 13, 22, 15

(11; 12, 4, 7, 9) 1111122222 52, 17, 18, 15

(11; 12, 5, 6, 9) 1111122222 52, 21, 14, 15

(11; 12, 2, 8, 10) 1112211222 92, 6, 10, 26

(11; 12, 3, 7, 10) 1121122122 102, 6, 9, 25

(11; 12, 4, 6, 10) 1111212222 62, 10, 9, 29

(11; 1, 2, 3, 6, 10) 1121212122 11, 10, 9, 6, 24

(11; 1, 2, 3, 7, 9) 1121122122 10, 19, 6, 9, 16

(11; 12, 5, 7, 8) 1112121222 82, 14, 17, 13

(11; 1, 3, 4, 5, 9) 1211122212 125
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6 Higher Weierstrass Points

We discuss the space of m-differentials H0(C,mK). We

know that gm = dimH0(C,mK) = (2m− 1)(g − 1) for

m ≥ 2. Let us again consider the curve:

C : yd =
n∏

k=1

(x− λk)
ak

with the action σ : (x, y)→ (x, ϵy) of order d. As before,

we denote by

H0(C,mK)(i)

the eigen space for the eigenvalue ϵi. But for m ≥ 2, we

have to include the case: i = 0.
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Definition. The notion of m-Weierstrass points is

defined by the zero order of m-differentials. Namely, k is an

m-gap if there is a holomorphic m-differential ω such that

1 + ordP (ω) = k.

We denote by Gap(m)(P ) = {k1 < . . . < kgm} be the set

of m-gaps. We define the m-Weierstrass weight:

w(m)(P ) =

gm∑
j=1

(kj − j).

We say P is an m-Weierstrass point if w(m)(P ) > 0.
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Theorem 15. Let C be a d-fold cyclic covering of P1 with

Type (d; a1, . . . , an). Write ρi = ρi(d; a1, . . . , an). Then

(i) dimH0(C, 2K)(i) = l
(2)
i , where l

(2)
0 = n− 3 and

l
(2)
i = l

(2)
0 + ρi−#{k | rem(iak, d) = d− ck},

for i ≥ 1 except for (d, n) = (2, 4), (3, 3).

(ii) dimH0(C, 3K)(i) = l
(3)
i , where

l
(3)
0 = 2n− 5−#{k|ek = 2} and

l
(3)
i = l

(3)
0 +ρi−#{k | ek ≥ 3, rem(iak, d) ≥ d−2ck}

for i ≥ 1 except for (d, n) = (3, 3). Here ek = d/ck.

51

'

&

$

%

Theorem 16. Suppose GCD(d, ak) = 1. We have

w(2)(Pk) =
g2(d− g2 − 1)

2
+
d

2

d−1∑
i=0

(l
(2)
i )2

−
d−1∑

i=0,̸=i∗

l
(2)
i (d

⟨
iak

d

⟩
+ 1),

w(3)(Pk) =
g3(d− g3 − 1)

2
+
d

2

d−1∑
i=0

(l
(3)
i )2 − l(3)i∗

−
d−1∑

i=0,̸=i∗,i∗∗

l
(3)
i (d

⟨
iak

d

⟩
+ 2),

where rem(i∗ak, d) = d− 1 and rem(i∗∗ ak, d) = d− 2.

52

57



'

&

$

%

Duma [7] (1978) obtained the upper bounds for m ≥ 2:

(1) For a non-Weierstrass point P , one has

w(m)(P ) ≤
(
g + 1

2

)2

(2) For a Weierstrass point P on a hyperelliptic curve, one

has

w(m)(P ) =
g(g + 1)

2
.

(3) For a Weierstrass point P on a non-hyperelliptic curve,

one has

w(m)(P ) ≤ w(P ) +

(
g + 1

2

)2

.
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Example 13. Cyclic coverings of Type (d; 12, d− 2) in
Example 11 are hyperelliptic curves. The ramification point
P1 is not a Weierstrass point. We obtain

w(2)(P1) =

[(
g + 1

2

)2
]

for d = 10, 12, 14,

w(3)(P1) =

[(
g + 1

2

)2
]

for d = 6, 13, 15, 17, 18, 20, 22.

Also Cyclic coverings of Type (d; 12, (d− 1)2) given in
Example 11 are hyperelliptic curves. The ramification point
P1 is not a Weierstrass point. We obtain

w(2)(P1) =

[(
g + 1

2

)2
]

for d = 5, 6, 7,

w(3)(P1) =

[(
g + 1

2

)2
]

for d = 3, 9, 10, 11.
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Example 14. Cyclic coverings of Type (d; 13, (d− 1)3)
(d ≥ 4) in Theorem 13, are trigonal curves (g = 2(d− 1)).
At any ramification point P , we have

w(P ) =
g

2
, w(2)(P ) =

9

2
(g − 4), w(3)(P ) =

15

2
(g − 8).

Duma bound

w(3)(P )

w(2)(P )

w(P )

But w(3)(P ) = 9,

if g = 6.
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Example 15. We computed the 2 and 3-Weierstrass weights
of cyclic coverings. We give the table for trigonal curves of
genus 8.

Type w(Pk) w(2)(Pk) w(3)(Pk)

(12; 1, 7, 82), (6; 12, 44) 162 162 242

(3; 18, 22) 148, 162 88, 162 228, 242

(17; 1, 2, 14) 9, 3, 16 10, 17, 16 13, 12, 17

(6; 12, 23, 4) 142 82 222

(12; 1, 4, 8, 11), (6; 1, 22, 42, 5) 122 02 202

(3; 15, 25) 1210 010 2010

(5; 13, 43) 46 186 06

(10; 1, 2, 8, 9) 42 182 02

(9; 1, 2, 7, 8) 04 94 114

56

59



'

&

$

%

We found the following facts.

Theorem 17. Let C be a d-fold cyclic covering of P1.

Assume d is prime.

(i) If l
(2)
i = l for all i, then Type is (3; 1r, 2r) (r ≥ 3) and

l = 2r − 3. In this case, we have

w(2)(Pk) = 0 for all k.

(i) If l
(3)
i = l for all i, then Type is (5; 1r, 2s, 3s, 4r) and

l = 4(r + s)− 5. In this case, we have

w(3)(Pk) = 0 for all k.
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Remark 8 (Added after the talk). If 2g − 1 is a gap, then

one has the equalities for all m ≥ 2 (Accola [1], p.50):

w(m)(P ) = w(P ) + g

Homma-Ohmori [11] observed that except for g = 5, the
above equalities hold for (C,P ) with w(P ) = K(g). The
following curves in Example 10 are exceptional.

g Type w(Pk) w(2)(Pk) w(3)(Pk)

(15; 1, 4, 10) 52 52 102

5 (11; 1, 2, 8) 4, 1, 5 3, 8, 6 2, 1, 6

(3; 15, 22) 45, 52 15, 52 95, 102

For non-hyperelliptic curves, in [11], they also obtained the

following upper bound for m ≥ 2:

w(m)(P ) ≤ K(g) + g.
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Schemes of Monoids and Spectral schemes

Kazuhisa Maehara at Kurashiki

September 5, 2016

Abstract

In this article we shall research Grothendieck-Mochizuki type Galois theory ([Mch], [Gir], [GG], [SGA],[BJ],[AM]).
It is a compensation of Fujita-Kawamata theory ([Fuj],[Kaw],[Vieh],[Zuo]) of positivity of direct image of multi
power of relative dualizing sheaf on the one side. Furthermore it is a generalization of Kobayashi-Nomizu theory
for smooth maps between compact differentable manifolds on the other. Next to construct schemes from view
point of profinite groups we explain Jacob Rulie’s theory ([JR1],[JR2],[JR3],[JR4]) and get to schemes with
∞-category of monoids as geometry. It will be expected to bridge between commutative and non commutative
geometries. And we will apply it to Spectral schemes.

1 Introduction
In the first section we build Galois correspondence of the category of objects of fields and morphisms of field
extensions which contain transcendental extensions to the opposite of the category of objects of absolute groups and
morphisms of closed maps of absolute Galois groups. It can be applied to show Iitaka-Viehweg conjecture([I],[Vieh])
Maxm≥1κ(d̂etf∗ω⊗m

X/S) ≥ var(X/S) if a general generic fibre of X/S is of Kodaira dimension ≥ 0. In the second
section and later, we use Jacob Rulie’s ∞-category theory ([JR1],[JR2],[JR3],[JR4]) and ∞-topos to generalize an
ordinary algebaic geometry. By this theory we reconstruct our algebraic geometry from point of view of profinite
groups which are pro-objects of finite Galois extension groups. We can dream many geometry by this theory and
look forward to laws of universe.beyond them. In the third section we treat the ∞-category of Rulie’s Spectral
schemes and make it to correspond the geometric homotopy theory just like in the first section.

2 Application of Mochizuki type Theory
Let k be a function field for a sake of simplicity. Let X and Y be two varieties over k. Consider a dominant rational
map:

X → Y

with a genaral generic fibre an irreducible variety. In case of X and Y of the same dimension, let k(Y )sep be
a separable closure in an algebraically closed field containing the function field k(Y ) of Y and fix it once for
all. Consider the union of all the embedded fields {k(X|Y )α : k(Y )sep ⊃ k(X|Y )α ⊃ k(Y )}, where k(X|Y )α

is isomorphic to the abstract maximal separable extension of k(Y ) in k(X) over k. Let Gal(k(Y )sep/k(X)) and
Gal(k(Y )sep/k(Y )) be the absolute Galois groups of k(X) and k(Y ) with Krull topology, respectively. Given
k(X|Y )α ⊃ k(Y ), one has an injective homomorphism Gal(k(Y )sep/k(X|Y )α) → Gal(k(Y )sep/k(Y )) closed of finite
index,i.e.,open. Conversely, given an open inclusion Gal(k(Y )sep/k(X|Y )α) → Gal(k(Y )sep/k(Y )), one obtains an
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extension k(X|Y )α/k(Y ). If the fixed embedding k(Y ) into the separable closure k(Y )sep, then each embedding is
a tosor of ker(Gal(k(Y )sep/k(Y )) → Gal(ksep/k)). When X = Y , one has an isomorphism of the composition:

Autk(k(Y )) → Autopen
k (Gal(k(Y )sep/k(Y ))) → Autopen

k (Gal(k(Y )sep/k(Y )))/ ker (Gal(k(Y )sep/k(Y )) → Gal(ksep/k))

in the situation above.
In case of dim X > dim Y and k(Y ) is algebraically closed in k(X), consider all the separably closed fields

k(X|Y )sep
β in the algebraically closed fields of the embedded fields k(X|Y )β containing k(Y ) ⊂ k(Y )sep, where

k(X|Y )β is isomorphic to the abstract subfield of k(X) which is maximally separable over k(Y ). Note that
k(X|Y )sep

β ⊃ k(Y )sep. Given an extension k(X)/k(Y ) which is algebaricall closed in k(X), since

k(X|Y )β ∩ k(Y )sep = k(Y )

one has an open surjective homomorphism

Gal(k(X|Y )sep
β /k(X|Y )β) → Gal(k(X|Y )sep

β /k(X|Y )β)|k(Y )sep = Gal(k(Y )sep/k(Y ))

Conversely, an open surjective homomorphism

Gal(k(X|Y )sep
β /k(X|Y )β) → Gal(k(Y )sep/k(Y ))

gives a subfield extension of k(X)/k(Y ) which is separably closed in k(X), since

Gal(k(X|Y )sep
β /k(X|Y )β) → Gal(k(Y )sep/(k(X|Y )β ∩ k(Y )sep) ≃ Gal(k(Y )sep/k(Y ))

and
k(X|Y )β ∩ k(Y )sep = k(Y )

In general case, we derive the consequence composed above. Let Γk denote the absolute Galois group of k and G

denote the Grothendieck π1 of the general generic fibre of Speck(X) → Speck(Y ), where the general generic fibre
is the pullback of Speck(X) → Speck(Y ) along Speck(Y )sep → Speck(Y ) ,i.e.,

G = ker
(

π1(Speck(X|Y )β , Speck(X|Y )sep
β ) → π1(Speck(Y ), Speck(Y )sep)

)
We have the following commutaive diagram by Breen([Breen1],[Breen2],[AM]):

H1(Γk, Aut(G)) //

))TTT
TTTT

TTTT
TTTT

H1 (Γk, (G → Aut(G)))

��
H1(Γk, Out(G))

where (G → Aut(G) denotes the crossed module and H1 (Γk, (G → Aut(G))) represents the extensions classes of
Γk by G, i.e., the deformation Speck(X)/Speck(Y ) of the general generic fibre of Speck(X) → Speck(Y ).

Note that
AutkSpeck(Xη̄) ≃ Autopen

Γk
G ⊂ Aut(G) → Out(G)

where Speck(Xη̄) denotes a general generic fibre of Speck(X) → Speck(Y ) and the composite map splits.

Lemma 2.1. Let k be a field which is not separably closed,i.e., the absolute Galois group Γk ≠ 1. Let X and Y

be varieties over k. Assume that X is biratinally trivial over k. Suppose given a separable dominant rational map
f : X → Y over k, the general generic fibre of f should be of Kodaira dimension ≥ 0. Then Y is birationally
isotrivial over k, i.e., var(Y/k) = 0.
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Proof. From assumpsion we have a homomorphic section Speck → Speck(Y ) since Speck(X) is trivial and it has a
homomorphic section of Speck(X)/Speck. Hence π1(Speck(Y ))/Γk is semi-direct product of G with Γk. Thus Γk

acts on G in the way that for any g ∈ G we have an action g 7→ gs = φ(s)−1gφ(s) ∈ G, which is continuous. In the
commutative diagram

H1(Γk, Aut(G)) //

))TTT
TTTT

TTTT
TTTT

H1 (Γk, (G → Aut(G)))

��
H1(Γk, Out(G))

we have the element of H1(Γk, Aut(G)) determined by the homomorphic section, which maps to an element which
defines the extension of Γkby G. To the element associates an homomorphism

Γk → Aut(G)

which factors
Γk → Autopen

Γk
(G) ≃ AutkSpeck(Yη̄)

Note that AutkSpeck(Yη̄) is a locally algebaraic group since Yη̄ is of Kodaira dimension ≥ 0. Since Γk is a profinite
group, we conclude the elemnt of H1(Γk, Aut(G)) is the unit after base change for a finite extension of field k.

We can show Iitaka-Viehweg type theorem:

1. Let X and S be projective smooth varieties over a field k. Assume f : X → S is a proper separable connected
surjective morphism with a general generic fibre Xη̄ of Kodaira dimension ≥ 0. Then

Maxm>1{κ(d̂etf∗ω⊗m
X/S)} ≥ var(X/S)

2. Let X and Sα be projective smooth varieties over a field k. Assume fα : X → Sα are proper separable
dominant rational maps parametrized by a variety over k and κ(Sα) ≥ 0. Then the collection of fα is finite
up to birational equivalence,

3. Let X and Sα be projective smooth varieties over a field k. Assume fα : X → Sα are proper separable
dominant rational maps and the canonical invertible sheaves of Sα are ample. Then the collection of fα is
finite up to birational equivalence.

In the second section we briefly explain Jacob Rulie’s Theory to enlarge scheme theory([JR1],[JR2],[JR3],[JR4]).
Let X be a topological space, CRing the category of commutative rings, ShvSet(X) the category of sheaves of

sets on X and OX a sheaf of commutative rings on X. There exists an equivalent view of OX :

1. Let U(X) be the partially orderd set of open subsets on X. OX is a functor OX : U(X)op → CRing which
satisifies the sheaf axiom.

2. Given a commutative ring object OX ∈ ShvSet(X), we can define F : CRingop → ShvSet(X). For every
commutative ring R and every open subset U ∈ U(X), we define F (R)(U) = HomCRing(R, OX(U)) by the
set of ring homomorphisms from R to OX(U). Note that F (R)(U) depends functorially on R and U and
it defines a functor F : CRingop → ShvSet(X). F carries colimits of commutative rings to limits in the
ShvSet(X). In other words, we can define a sheaf of commutative rings on X to be a limit preserving functor
CRingop → Shvset(X).
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Let CRingfin denote the category of finitely generated commutative rings over the ring of integers Z.
We have the equivalence of ∞-category

CRing ≃ Ind(CRingfin)

Definition 2.1. An ∞-category or quasi-category or weak Kan complex is a simplicial set C which satisfies the
following extension condition:
Every map of simplicial sets f0 : Λi → C can be extended to an n-simplex f : ∆n → C, provided that 0 < i < n,where
Λn

i ⊆ ∆n denotes the ith horn, obtained from the simplex ∆n by deleting the interior and the face opposite to the
ith vertex.

If E is a category, the nerve NE of E is an ∞-category. Consequently, we can think of the theory of ∞-
categories as a generalization of category.theory. Most of the important concepts from classical category theory can
be generalized to the setting of ∞-categories.

If C and D are ∞-category, FunL(C, D)(resp. FunR(C, D)) denotes the full subcategory of Fun(C, D) spanned
by the functors which admit right adjoints( resp. left adjoints). If C and D are ∞-category which admit finite
limits, Funlex(C, D) denotes the full subcategory of Fun(C, D) spanned by the functors that are left exact; that is
the functors which preserve finite limits.

If C is a small ∞-category, Pro(C) is the ∞-category of pro-objects of C. If C admits finite limits, Pro(C) =
Funlex(C, S)op and Ind(C) = Pro(Cop)op, where S denotes the ∞-category of spaces.

Definition 2.2. Let X be an ∞-category. We will say that X is an ∞-topos if there exists a small ∞-category C
and an accessible left exact localization functor P(C) → X .

This definition amounts to selecting an extrinsic approach to higher topos theory. the class of ∞-topoi is defined
to be the smallest collection of ∞-categories which contains S and is stable under certain construction (left exact
localizations and the formation of functor categories). Every Grothendieck topology on C determines a left exact
localization on P(C). However, it turns out not every ∞-topos arises via this construction. Recall that a topos is a
category of sheaves of sets on a topological space or a site. Roughly speaking, an ∞-topos is an ∞-category which
”looks like” the ∞-category of spaces, just as an ordinary topos is a category which ”looks like” the category of
sets. ∞-topos is characterized by the following ∞-categorical analogues of Giraud’s axioms:

1. The ∞-category X is presentable.

2. Colimits inX is universal.

3. Coproducts in X are disjoint.

4. Every groupoid object of X is effective.

Let G be an ∞-category and X ∞-topos. A C-valued sheaf on X is a functor X op → C which preserves small
limits. ShvC(X ) denotes the full subcategory of Fun(X op, C) spanned by the C-valued sheaves on X . If C and D are
presentable ∞-categories. A functor Dop → C admits a left adjoint if and only if it preserves small limits. Hence
for every ∞-topos X , we have

ShvC(X ) = FunR(X op, C)

Let G be a small ∞-category which admits finite limits and X ∞-topos. Let j : G → Pro(G) the Yoneda
embedding. We have an equivalence of ∞-categories

FunR(Pro(G), X ) ≃ Funlex(G, X )
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and we obtain a canonical equivalence

Funlex(G, X ) ≃ FunR(Pro(G), X ) ≃

FunR(X op, Ind(Gop)) ≃ ShvInd(Gop)(X )

The ∞-categories ShvInd(Gop) and Funlex(G, X ) are canonically equivalent.

Definition 2.3. A geometry G consists of the following:

1. G is an essentially small ∞-category which admits finite limits.

2. G is idempotent complete (splits).

3. G has an admissible structure on G.

Definition 2.4. A transformation between geometries G and G′ satisfies the following conditions:

1. f : G → G′ is a functor which preserves finite limits.

2. The functor f carries the admissible morphisms on G to the morphisms on G′.

3. G has an admissible structure on G.

4. For every admissible cover {Uα → X} of an object X ∈ G, the collection of morphisms {f(Uα) → f(X)} is
an admissible cover of f(X) ∈ G′.

We say a geometry is discrete if the following conditions are satisfied:

1. the adimissible morphisms in G are precisely the equivalence.

2. the Grothendieck topology on G is trivial: that is, a sieve G0/X ⊆ G/X on an object X ∈ G is a covering
sieve if and only if G0/X = G/X.

Definition 2.5. Let G be a geometry and X an ∞-topos. A G-structure is a left exact functor O : G → X with the
following property: for every collection of admissible morphisms {Uα → X} in G which generates a covering sieve
on X, the induced map

⨿
α O(Uα) → O(X) is an effective epimorphism in X . StrG(X ) denotes the full subcategory

of Fun(G, X ) spanned by the G-structures on X .

If G is a discrete geometry and X is an ∞-topos, we have the following equivalence:

Strloc
G = StrG = Funlex(G, X ) = ShvInd(Gop)(X )

Ĉat∞ denotes the ∞-category of ∞-categories. LTop ⊆ Ĉat∞ denotes the subcategory defined as follows:

1. An ∞-category X belongs to LTop if and only ifX is an ∞-topos.

2. f∗ : X → Y is a morphism of LTop if and only if f∗ preserves small colimits and finite limits.

LTop(G)op denotes the ∞-category of G-structured ∞-topi. Note that let f : G → G′ be a transformation of
geometries. The induced functor

LTop(G′) → LTop(G)
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admits a left adjoint, which denotes
SpecG′

G : LTop(G) → LTop(G′)

We call it the relative spectrum functor associated to f . Let G be a geometry and Gdis its discrete geometry. We
have the following composite called as the absolute spectrum functor associated to the geometry G:

SpecG : Ind(Gop) → LTop(Gdis)
SpecG

Gdis−→ LTop(G)

where we have the fully faithful embedding

Ind(Gop) ≃ StrG(S) ≃ LTop(Gdis) ×LTop {S} ⊆ LTop(Gdis)

ΓG denotes a right adjoint to the absolute spectrum functor

ΓG : LTop(G) → Ind(Gop)

Note Funlex(G, S) ≃ Ind(Gop) ≃ Pro(G)op.

Definition 2.6. Let G be a geometry. An object (X , OX ) is an affine G-scheme if there exists an object A ∈ Pro(G)
and an equivalence (X , OX ) ≃ SpecG(A). (X , OX ) is said to be a G-scheme if there exist a collection of objects
{Uα} of X with the following property:

1. the canonical map
⨿

α Uα → 1X is an effective epimorphism, where 1X is the final object of X .

2. For every Uα, there exists an equivalence (X /Uα, OX |Uα) ≃ SpecGAα for some Aα ∈ Pro(G).

It may be said that a G-scheme (X , OX ) is locally of finite presentation if it is possible to choose the covering
{Uα} such that each Aα belongs to the essential image of the Yoneda embedding G → Pro(G). Let Sch(G) denote
the full subcategory of LTop(Gop) spanned by all the G-schemes and Schfin(G) the full subcategory spanned by the
G-schemes which are locally of finite presetation.

Here we apply the theory to get a ordinary schemes where we take a geometry as the opposite of the category
of finitely generated commutative rings CRingfin. We restrict ourselves to the following case. Let k be a field. Let
CAlgfin

k denote the category of finitely generated commutative algebras over k and RCAlgfin
k the full subcategory

of CAlgfin
k spanned by the reduced algebras over k. Consider the subcategory of RCAlgfin

k such that the morphisms
are separable and denote it by SRCAlgfin

k .
Let G be a discrete geometry the opposite of SRCAlgfin

k endowed with Zariski topology. Then Grothendieck
etale fundamental groups of noetherian schemes give us a functor from Sch(G) to the category of the absolute Galois
groups which is the full subcategory of the category of profinite groups, which is the category of the pro-objects
of the category of finite groups. Let G′ be the discrete geometry which is the category of profinite groups. There
exists a transformation of geometries G → G′. We have the commutative diagram:

Funlex(G′, X )

�� ((PP
PPP

PPP
PPP

PP

Funlex(G, X ) // ShvInd(Gop)(X )

Let (X, OX) be a G-scheme and a functor from a morphism T/X

ΠX : Sch/X → (profinite group) T/X 7→ π1(T, ∗)

Consider a triple (X, OX , ΠX) for a G-scheme (X, OX).
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Proposition 2.1. Let k be a function field and G a geometry which is the opposite of SRCAlgfin
k . Let f :

(X, OX , ΠX) → (Y, OY , ΠY ) be an epimorphism of objects in G-schemes. Assume X is trivial over k and the
automorphism group of Y over k is locally algebraic. Then (Y, OY , ΠY ) is also trivial if necessary after base change
over an finite extension of k.

(X, ΠX) profinite scheme For a topological space X the ∞-category of sheaves on X Shv(X) is a ∞-topos. If the
topological space X has the property such that for every irreducible closed subset of X has a unique generic point,
then we can recover X from Shv(X): the points x ∈ X can be identified with isomorphism classes of geometric
points x∗ : Shv(X) → S where S is the ∞-category of spaces. open subsets of X can be identified with subobjects
of the unit object 1 ∈ Shv(X). Every ∞-topos X represents a functor from topological spaces to ∞-categories by
the formula

X 7→ Fun∗(X , ShvS(X))

where Fun∗ denotes the ∞-category of the functors.
Consider the category of the monoids Mon and let Monfindenote the full subcategory of Mon. Take Monop

as a geometry. Let G denote Monfin and Sch(G) the category of G-schemes. Kurokawa-Conne’s F1-schemes are
included in this type schemes. Let R be a commutative ring and denote ModR the category of R-modules. Then a
commutative monoid object in ModR is an R-algebra. We habe a forgetfull functor:

AlgR → Mon A 7→ A×

which admits a left adjoint G 7→ R[G]. Let Grp denote he category of groups and Grpfin the category of finite
groups. Pro(Grpfin is the category of profinite groups.

Let G be Grpfin. Consider Sch(G). Given a ∞-topos X , a functor

OX : Pro(G) → X

gives us a G-scheme. Given a finite group G (resp. a profinite group Γ we have a G-affine scheme

SpecG(G) (resp. SpecG(Γ))

(X , OX ) is said to be a G-scheme if there exist a collection of objects {Uα} of X with the following property:

1. the canonical map
⨿

α Uα → 1X is an effective epimorphism, where 1X is the final object of X .

2. For every Uα, there exists an equivalence (X /Uα, OX |Uα) ≃ SpecGΓα for some Γα ∈ Pro(G).

Let G be thecategory of full subcategories of the category of finite groups. A non-commutative scheme can be
represented by this type G-scheme.

2.1 E∞-rings

An E∞-ring can be thought of as space which is equipped with continuous addition and multiplication for which the
axioms for the usual commutative ring hold not only up to homotopy, but up to coherent homotopy([JR1],[JR2],[JR3],[JR4]).
The E∞-rings play a role in stable homotopy theory analogous to the role played by commutative rings in ordinary
algebra. Recall that ordinary commutative ring can be viewed as a commutative monoid object in the category
of abelian groups, which we view as endowed with a symmetric monoidal structure given by tensor product of
abelian grocategoryups. To obtain the theory of E∞-rings we will use the same definitions replacing abelian groups
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by spectra,i.e., certain algebro-topological objects which represent cohomology theory. The collection of spectra is
realized as a symmetric monoidal category and one can define an E∞-ring to be a commutative monoid object of
this category. The collection of all spectra can be organized into an ∞-category. An ∞-category C equipped with
a tensor product functor

⊗ : C × C → C

which is commutative and associative up to coherent homotopy. For any symmetric monoidal ∞-category C, there is
an associated theory of commutative monoid objects, which are themselves organized into an ∞-category CAlg(C).
We can then define an E∞-ring to be a commutative monoid object of the ∞-category of spectra, endowed with
the symmetric monoidal structure given by smash product. We let Sp denote the ∞-category of spectra, i.e., the
homotopy limit of the tower

· · · → S∗
Ω−→ S∗

Ω−→ S∗

CAlg(Sp) denotes the ∞-category of E∞-rings and we will denote it by CAlg. The nerve NCRing of the category of
ordinary commutative rings can bea full subcategory of CAlg. The notion of stable ∞-category is obtained by axiom-
atizing the essential feature of stable homotopy theory. The ∞-category Sp is universalamong stable ∞-categories.
The derived categoryof an abelian category can be realized as the homotopy category of a stable ∞-category. We
may regard the theory of stable ∞-category as a generalization of homological algebra([JR1],[JR2],[JR3],[JR4]).

Theorem 2.1. Let k be a commutative field. Let Schk denote the category of k-schemes and GZar denote (CRingfin
k )op.

There exists a fully faithful embedding
N(Schk) → Sch(GZar(k))

Let G be the oposite of the category of ordinary monoids. Then G-scheme is called F1-scheme.

2.2 Spectral scheme

Definition 2.7. Let k ∈ CAlg be an E∞-ring. We let GnSp
disc(k) denote the opposite of the full subcategory of CAlgk

spanned by the compact objects([JR1],[JR2],[JR3],[JR4]). If A is a compact commutative k-algebra, we let SpecA

denote the corresponding object of GnSp
disc(k). If k is connective, we let GSp

disc(k) denote the full subcategory of GnSp
disc(k)

spanned by the connective compact commutative k-algebras.

Let k be an E∞-ring. A spectral ringed topos over k is a pair (X , OX ) where X is an ∞-category and OX CAlgk-
valued sheaf on X . A morphism f : (X , OX ) → (Y, OY) is a geometric morphism of ∞-topoi and α : f∗OY → OX

is a morphism of CAlgk-valued sheaves on X . This ∞-category of spectral ringed topoi denotes RingTop(k).

RingTop(k) = LTop(GSp
disc(k))

For every E∞-ring R there exists a locally spectrally ringed ∞-topos (X , OX ) and a map θ : R → Γ(X , OX with
the following universal property: for every locally spectrally ringed ∞-topos (Y, OY), composition with θ induces a
homotopy equivalence

MapRingTopZar
((Y, OY), (X , OX )) → MapCAlg(R, Γ(Y, OY))

The spectrally ringed ∞-topos (X , OX ) is uniquely determined up to equivalence and we will denote it by SpecZ(R).
We will refer to SpecZ(R) as the spectrum of R with respect to the Zariski topology.

Definition 2.8. A nonconnective spectral scheme is a spetrally ringed ∞-topos (X , OX ) such that there exists
acollection ofobjects Uα ∈ X satisfying the following conditions:
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1. the canonical map
⨿

α Uα → 1 is an effectiveepimorphism, where 1 denotes the finalobject of X .

2. Foreachindex α, there exist an E∞-ring Rα and an equivalence of spectrally ringed ∞-topoi

(X /Uα, O|Uα) ≃ SpecZ(Rα)

We let SpSchnc denote the full subcategory of RingTopZar spanned by the nonconnective spectral schemes. A
spectral scheme is a nonconnective spectral scheme (X , OX ) such that OX is connective. We let SpSch denote the
full subcategory of SpSchnc spanned by the spectral schemes.

If R is an E∞-ring, SpecZ(R) can be identified with the spectrally ringed ∞-topos

(ShvS(SpecZ(π0R)), O)

Here SpecZ(π0R) denotes the Zariski spectrum of the commutative ring π0R.
Let k be an E∞-ring. We define a geometry GnSp

Zar as follows:

Definition 2.9.

On the level ∞-categories, we have GnSp
Zar = GnSp

disc. That is, GnSp
Zar is the opposite of the ∞-category of compact objects

of CAlgk. If A is a compact object of CAlgk, we let SpecA denote the corresponding object of GnSp
Zar(k).

A morphism f : SpecA → SpecB in GnSp
Zar is admissible if and only if there exists an element b ∈ π0B such that f

carries b to an invertible element in π0A and the induced map B[ 1
b ] → A is an equivalence.

A collection of admissible morphisms {SpecB[ 1
bα

] → SpecA}generates a covering sieve on B if and only if the
elements bα generate the unit ideal in the commutative ring π0B.

Definition 2.10. Let k bean E∞-ring. A nonconnective spectral k-scheme is a pair (X , OX ), where X is an ∞-
topos, OX : GnSp

Zar(k) → X is an GnSp
Zar(k)-structure on X , and the pair (X , OX ) is an GnSp

Zar. In this case we will
abuse notation to identify OX with a sheaf of E∞-rings on X , which we refer to as the structure sheaf of (X , OX ).
We let SpSchnc denote the full subcategory of RingTop(k)Zar spanned by the nonconnective spectral schemes.

We let TCAlg denote the full subcategory of CRing spanned by commutative rings which have only terminal
singularities. .

In the following theorem([JR1],[JR2],[JR3],[JR4])

Theorem 2.2. Let k be a commutative field. Let Schk denote the category of k-schemes and GZar denote (CRingfin
k )op.

There exists a fully faithful embedding
N(Schk) → Sch(GZar(k))

We let TVark denote the full subcategory of Schk spanned by varieties with only terminal singularities and we
have a fully faithful embedding

N(TVark) → N(Schk)

Let X be a projective variety with only terminal singularities and let F (X) be a functor such that

F (X) = {Y|X is a ∞-topos, Y is birational to X and is a projective variety with only terminal singularities, Shv(Y ) → Y is an epimorphism}

Then there exists a limit F (X) in Sch(GZar(k)) for the geometry GZar(k) but it suffices to show the limit X for a
good geometry and endow it with a good functor OX . Instead we suffer ourselves to do mathematics as it is.
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2.3 Geometric Homotopy groups in an (∞, 1)-topos

If a locally contractible (∞, 1)-topos([Cat]) H has a site C with H = Sh(∞, 1)(C) such that the objects of the
site are geometically contractible in that constant (∞, 1)-presheaves already satisfy descent over objects in C, then
the left adjoint Π : H → ∞Grpd to LConst may be constructed([Gal],[Cat],[Cis1],[Cis2]). Given an (∞, 1)-topos
H = Sh(∞, 1)(C), we define the ∞-groupoid of locally constant ∞-stacks on an object X ∈ H to be

∞CovBund(X) := H(X, LConstCore(∞Grpd))

where LConstCore(∞Grpd) is the constant ∞-stack on the core ∞-groupoid of ∞Grpd. Since H is a locally contractible
(∞, 1)-topos in that LConst has the left adjoint (∞, 1)-functor Π(−), then by definition of adjunction we have the
equivalence

∞CovBund(X) ≃ Fun(Π(X), ∞Grpd)

where locally constant ∞-stacks or ∞-covering spaces on the one hand and (∞, 1)-functors from Π(X) to ∞Grpd
on the other.Given a morphism from X to Y for objects X, Y inH,we have Π(X) → Π(Y ) which induces

Fun(Π(Y ), ∞Grpd) → Fun(Π(X), ∞Grpd)

. If
∞CovBund(Y ) → ∞CovBund(X)

is fully faithful, Π(X) → Π(Y ) reconstructs the morphism X → Y .
Apply this theory to the subcategory SpSchred of SpSchk spanned by objects locally contractible ∞-topoi and

morphisms such that
∞CovBund(Y ) → ∞CovBund(X)

are fully faithful, where k denotes an E∞-ring. Let H = SpSchred, Choosing X, Y inH and f : X → Y ∈ H such
that for any subobjects of X, Y and any restrictions of f are in H we have

Hepi((X , OX ), Y, OY)) ≃ Funopen(Π|X , Π|Y )

where Π(X), Π(Y ) are endowed with Krull topology.
Let k be an ordinary field and S a variety over k. Consider H/k. Assume (X , OX ) is a trivial product over S.

Given an epimorphism
f : (X , OX ) → (Y, OY)

with the automorphism group of a general generic fibre of (Y, OY) over S is locally algebraic scheme over k, . Then
(Y, OY) is a trivial product after base change for some generically finite extension of S.

After Daniel Dugger, Universal homotopy theories, we might generarize Kobayai-Nomizu theory for compact
differentiable manifolds to the case the gros topos Sh(∞, 1)(Diff) of ∞-stacks on Diff.

3 Appendix
Consider a good geometry G and a rest of zeta function from which the trivial zero and pole components are removed
in Ind(Gop), It is irreducible over Q in a sense and it has continuous solutions in some part of A∞-ring.
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Advanced studies in pure math., vol. 3, North-Holland, Amsterdam, Paris, 1968, pp.386.

[HS] Hirshowits, A. and Simpson, C., Descente pour les n-champs., arXiv:math. AG/9807049v3 13 Mar 2001

[I] Iitaka, S., Introduction to birational geometry., Graduate Textbook in Mathematics, Springer-Verlag, p. 357
(1976).
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Derivations having divergence zero

長峰孝典

2016年 8月 27日

1 序章

Rを整域, Aを Rを部分環にもつ整域とする. Q(A)で Aの商体を表
す. 写像D : A → Aが R-導分 (R-derivation)であるとは, f, g ∈ Aと
r ∈ Rに対して以下の 3条件をみたすときを言う.

(1) D(f + g) = D(f) +D(g).

(2) D(rf) = rD(f).

(3) D(fg) = fD(g) + gD(f).

R-導分Dに関する基本的な性質を以下にまとめる.

(P1) AD := {f ∈ A | D(f) = 0}は AのRを含む部分環である. 特に A

が体のときADはAの部分体である.

(P2) f/g ∈ Q(A)に対して

D̃(f/g) := D(f)g−fD(g)
g2

と定めると D̃は Q(A)における R-導分で, Q(A)D̃ ∩ A = AD をみ
たす. D̃を導分DのQ(A)への延長と呼ぶ.

(P3) Rの標数を 0とする. このとき AD は Aにおいて代数的に閉じて
いる.

(P4) D が局所冪零導分 (locally nilpotent derivation) であるとは,

任意の f ∈ Aに対してDn(f) = 0をみたす非負整数 n ∈ Z≥0が存
在するときを言う.

(P5) AをR上の n変数多項式環 R[x1, x2, ..., xn]とする. このとき,

div(D) :=
∑n

i=1
∂D(xi)
∂xi

と定め, div(D)を導分Dの発散 (divergence) という.

(P6) A = R[x1, x2, ..., xn]とする. このとき, D が三角導分 (triangu-

lar derivation) であるとは, 各 i = 1, 2, ..., nに対して D(xi) ∈
R[x1, x2, ..., xi−1]をみたすときを言う.
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(P7) A = R[x1, x2, ..., xn]とする. このとき, Dが三角導分なら局所冪零
導分である.

(P8) Rを Qを含む整域, Aを R上の n変数多項式環とする. このとき,

Dが局所冪零なら div(D) = 0である.

本稿では以下の問題を起点として発散が 0となる導分の核について考
察する.

問題 1.1 (Hilbert の第 14問題)

kを体, k(x1, x2, ..., xn)をk上のn変数の有理関数体, Lをk(x1, x2, ..., xn)

の部分体で kを含むものとする. このときL∩ k[x1, x2, ..., xn]は k代数と
して有限生成か？

この問題は, 多項式環 k[x1, x2, ..., xn]の部分 k代数の有限生成性につい
て問うものである. この問題は, nが 2以下の場合に肯定的であることを
Zariski [15]が示した. しかし, nが 3以上の場合には反例が知られている.

最初の反例は 1958年にNagata [10]により発見された.

さて, この問題を多項式環上の導分の言葉で記述することを考えよう.

Dを多項式環 k[x1, x2, ..., xn]上の k-導分, D̃を導分Dの k上の n変数有
理関数体 k(x1, x2, ..., xn)への延長とし, L := k(x1, x2, ..., xn)

D̃とおく. こ
のとき, Lは kを含む k(x1, x2, ..., xn)の部分体で, L ∩ k[x1, x2, ..., xn] =

k[x1, x2, ..., xn]
Dである. 従ってHilbert の第 14問題の特別な場合として,

以下の問題が考えられる.

問題 1.2 (導分に関するHilbert の第 14問題)

kを体, Dを多項式環上の k-導分とする. このとき k[x1, x2, ..., xn]
D は

k代数として有限生成か？

この問題は nが 3以下の場合は肯定的であることが Zariski の結果から
従う. 一方, nが 4以上の場合には反例が知られている. 特に n = 2, 3の
場合にはNowicki-Nagata [13]やMiyanishi [8]により, 興味深い以下の結
果が証明された.

定理 1.3 (Nowicki-Nagata, Miyanishi)

kを標数0の体, Dをk[x1, x2, ..., xn]上のk-導分でk[x1, x2, ..., xn]
D ≠ k

であり, 零写像でないものとする. このとき,

(1) k[x1, x2]
D = k[h]をみたす多項式 h ∈ k[x1, x2] \ kが存在する. つま

り, k[x1, x2]
Dは k上の 1変数の多項式環に同型である ([13]) .

(2) Dを局所冪零導分とすると, k[x1, x2, x3]
Dは k上の 2変数の多項式

環に同型である ([8]) .
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定理 1.3は n = 2の場合に, Berson [1]やEl Kahoui [4]により, UFD上
の多項式環の場合に一般化されている. 以下がその主張である.

定理 1.4 (Berson, El Kahoui)

Rを標数 0のUFD, DをR[x1, x2]上のR-導分でR[x1, x2]
D ̸= Rであ

り, 零写像でないものとする. このとき, R[x1, x2]
D = k[h]をみたす多項

式 h ∈ R[x1, x2] \Rが存在する.

しかしながら, 定理 1.4は一般の整域上では成立しない. Maubach [7]

により次のような例が与えられている.

例 1.5 (Maubach)

kを標数 0の体, R := k[t2, t3]とする. このときR[x, y]におけるR-導分
をD = t2 ∂

∂x+t3 ∂
∂y と定めると, R[x, y]D = R[Ft2, F 2t2, F 3t2, ..., Fnt2, ...]

となる. ただし F = tx− y /∈ R[x, y]とおく.

上の例におけるR-導分Dは（P6)より三角導分であり, さらに（P7)に
より局所冪零導分で, 特に div(D) = 0である. しかし, このような性質の
良い導分であっても, その核はR代数として有限生成ではない.

本稿では, 例 1.5のような現象に注目し, 有理数体を含む整域上 2変数
多項式環における, 発散が 0となる導分に関する結果を述べる.

2 整閉多項式と導分の核について

この章では, Rを整域AをR上の n変数多項式環 R[x1, x2, ..., xn]とし,

Rの商体をQ(R)で表わす.

定義 2.1 f ∈ A \Rをとる.

(1) f が整閉多項式 (closed polynomial) であるとは, 環R[f ]がAに
おいて整閉となるときを言う.

(2) fが弱整閉多項式 (weakly closed polynomial)であるとは, R[f ] ⊂
R[g]かつQ(R)[g] ∩A = R[g]をみたすような整閉多項式 g ∈ A \R
が存在するときを言う.

例 2.2 (1) 互いに素な自然数 r, s ∈ Z≥1に対して, xrys ∈ R[x, y]は整
閉多項式で, Q(R) ∩R[x, y] = R[xrys]をみたす.

(2) R′ := k[x]とおく. ただし kは体とする. このとき, g = xy ∈ R′[y]

は整閉多項式だが, Q(R′)[g] ∩R′[y] ⫌ R′[g]である.

(3) RをUFDとする. このとき, 全ての定数でない多項式は弱整閉多項
式である.
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(4) Rt := k[t2, t3]とおく. ただし kは標数が 0の体とする. このとき,

h := t2x− t3y ∈ Rt[x, y]は弱整閉多項式ではない.

また, 以下の Russell-Sathaye [14]による結果は, Q(R)[f ] ∩ A = R[f ]

をみたす多項式 f ∈ A \Rが十分多く存在することを意味している.

命題 2.3 (Russell-Sathaye)

Rを整域, f ∈ A = R[x1, x2, ..., xn]\Rを定数でない多項式でf(0, 0, ..., 0) =

0をみたすものとする. ここで, c(f)を f の各単項式の係数で生成される
Rのイデアルとする. このとき, c(f) = RならばQ(R)[f ] ∩ A = R[f ]が
成り立つ.

この命題はQ(R)[f ] ∩ A = R[f ]をみたす多項式 f ∈ A \Rの簡単な構
成方法も与えている. 例えば, 多項式 f のある単項式の係数がRの単元で
あるようにすれば, Q(R)[f ] ∩A = R[f ]をみたす多項式 f が構成できる.

定義 2.4 F = (f1, f2, ..., fn−1) ∈ An−1に対して, R-導分DF を以下で定
める. 各 g ∈ Aに対して, DF (g) := det J(f1, f2, ..., fn−1, g)と定める. た
だし, J(f1, f2, ..., fn−1, g)は (f1, f2, ..., fn−1, g)の (x1, x2, ..., xn)に関する
ヤコビ行列である. このR-導分DF をヤコビアン型のR-導分と呼ぶ.

標数 0の整域R上の 2変数多項式環R[x, y]において, 整閉多項式とヤ
コビアン型の導分は深い関係がある.

定理 2.5 (Kojima-N)

Rを標数 0の整域, f ∈ R[x, y] \ Rを定数でない多項式で, Q(R)[f ] ∩
R[x, y] = R[f ]をみたすものとする. このとき以下同値である.

(1) f は整閉多項式である.

(2) f に関するヤコビアン型の導分Df に関して, R[x, y]Df = R[f ]が成
り立つ.

この定理 2.5はNowicki [11]の体上の場合に得られている結果を一般の
整域上に拡張したものである ([6]). また, この結果は整域上の整閉多項
式の一つの特徴づけになっているだけでなく, 定理 1.4の部分的な拡張に
なっている. 定理 2.5を, より精密にした結果を以下に述べる.

定理 2.6 Rを標数 0の整域, f ∈ R[x, y] \ Rを定数でない多項式とする.

このとき以下同値である.

(1) f が弱整閉多項式である.

(2) f に関するヤコビアン型の導分Df に関して, R[x, y]Df = R[g]をみ
たす多項式 g ∈ R[x, y]が存在する.
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R上の 2変数の多項式環 R[x, y]において, 多項式 f ∈ R[x, y] \ Rによ
るヤコビアン型の導分Df は以下のように書ける.

Df = −∂f
∂y

∂
∂x + ∂f

∂x
∂
∂y .

従って, div(Df ) = − ∂
∂x(fy) +

∂
∂y (fx) = 0となり, ヤコビアン型の導分の

発散は 0となることがわかる. 一方で, 以下の事実は整域RがQを含むと
き, R[x, y]における発散が 0になる導分の性質を記述している.

命題 2.7 RをQを含む整域, DをR[x, y]における発散が 0のR-導分と
する. このとき, D = Df かつ, f(0, 0) = 0となる多項式 f ∈ R[x, y]が唯
一つ存在する. この多項式 f をD-多項式と呼ぶ.

定理 2.6と命題 2.7を合わせると次の結果を得る.

定理 2.8 Rを Qを含む整域, D を R[x, y]における発散が 0の R-導分,

f ∈ R[x, y]をD-多項式とする. このとき以下同値である.

(1) f が弱整閉多項式である.

(2) R[x, y]D = R[g]をみたす多項式 g ∈ R[x, y]が存在する.

この定理は, Q-整域R上の発散が 0となる導分のクラスに対して, 定理
1.4の一般化を与えるものである. ここで, 例 1.5の導分D = t2 ∂

∂x + t3 ∂
∂y

をもう一度考察してみる. 例 1.5において R = k[t2, t3]は Qを含む整域
であり, div(D) = 0をみたす. また, この導分 D に関する D-多項式は
h := t2x − t3yであるが, 例 2.2 (4)でみたように, hは弱整閉多項式では
ない.

3 証明

この章では, 1章, 2章で述べた内容で, 主結果及びその周辺に関するも
のの証明を行う. この章を通して, R[n]や k[n]はそれぞれ R上, k上の n

変数多項式環を表すものとする.

この章の証明では以下の結果を用いる.

定理 3.1 (Kojima-N)

Rを整域, f ∈ R[n] \ RをQ(R)[f ] ∩ R[n] = R[f ]をみたすものとする.

このとき以下の条件 (1)と (2)は同値である.

(1) f は整閉多項式である.

(2) Q(R)[f ]は集合M(n,Q(R)) = {Q(R)[g] | g ∈ Q(R)[n] \Q(R)}にお
ける極大元である.

さらにRの標数が 0のとき, 以下の条件 (3)と条件 (1), (2)は同値である.

(3) R[f ]は, あるR-導分DによってR[f ] = (R[n])Dと表せる.
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3.1 導分の諸性質について

[(P8)の証明]

Dを R[n] = R[x1, x2, ..., xn]上の局所冪零導分とする. ここで, R上の
n変数多項式環に新しい変数 T を追加し, n + 1変数多項式環 R[n+1] =

R[x1, x2, ..., xn, T ]を考える. また, D̃を D̃(xi) = D(xi), D̃(T ) = 0とし
て, R[n+1]における導分を定義する. D̃の定め方により, D̃も局所冪零導
分である. 従って TD̃もまた局所冪零導分となる. ここで,

F := exp TD̃ =

∞∑
i=0

1

i!
(TD̃)i

と定めると, F はR[n−1]におけるR上の自己同型となる. また, F (xi) =

xi +D(xi)T + 1
2D

2(xi)T
2 + · · · , F（T ) = T, (i = 1, 2, ..., n)であるので

1 ≤ i, j ≤ nに対して,

(1) ∂F (xi)
∂xj

= δi,j +
∂D(xi)
∂xj

T + · · · ,

(2) ∂F (T )
∂xj

= 0, ∂F (T )
∂T = 1

となる, ただし, δi,j はクロネッカーのデルタである. 従って, F から定ま
るヤコビ行列 J(F )は

1 + ∂D(x1)
∂x1

T + g11
∂D(x1)
∂x2

T + g12 · · · ∂D(x1)
∂xn

T + g1n ∗

∂D(x2)
∂x1

T + g21 1 + ∂D(x2)
∂x2

T + g22 · · · ∂D(x2)
∂xn

T + g2n ∗

...
. . .

...
...

∂D(xn)
∂x1

T + gn1 1 + ∂D(xn)
∂x2

T + gn2 · · · 1 + ∂D(xn)
∂xn

T + gnn ∗
0 0 · · · 0 1


となる. ただし gij ∈ R[n+1]は ord T (gij) ≥ 2となる多項式である. ここ
で, det(J(F ))における T の係数をみると,

∂D(x1)
∂x1

+ ∂D(x2)
∂x2

+ · · · ∂D(xn)
∂xn

= div(D)

である. ところで, F はR[n+1]における自己同型となので, detJ(F ) ∈ R∗

である. 従って, div(D) = 0を得る.

3.2 例 2.2 (3)の証明

RをUFDとし, f ∈ R[n] \Rをとる. K := Q(R)とおく. まず, K[f ]を
含むM(n,K)の極大元が存在することを示す. K[f ]がM(n,K)の極大元
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でないとする. すると, K[f ] ⫋ K[g]なる g ∈ K [n] \Kが存在する. あるR

の0でない元 c ∈ R\{0}により cg ∈ R[n]とでき, K[g] = K[cg]が成り立つ
ので g ∈ R[n] \Rとしてよい. また, 一般性を失わずに f, gは定数項を持た
ないとしてよい. f ∈ K[g]より,ある多項式u(t) ∈ K[t]を用いて f = u(g)

と書ける. この両辺の次数を比較して, deg f = deg u deg gを得る. もし
deg u = 1であるとすると, f = ag, a ∈ K∗と書けが, K[f ] = K[g]となり
仮定に反する. よって deg u ≥ 2となり deg f > deg gを得る. deg f は有
限の値なのでこの議論を有限回繰り返すことでK[f ]を含む極大元を得る.

　K[f ]を含む極大元K[g]をとる. 上と同様の議論により g ∈ R[n] \Rと
してよい. ここで, c(g) ∈ R \ {0}を多項式 gの各係数の最大公約元とす
る. K[g] = K[c(g)−1g]なので c(g) ∈ R∗としてよい. 従って命題 2.3よ
り, K[g] ∩R[n] = R[g]が成り立つ. さらに,

R[f ] ⊂
(
K[f ] ∩R[n]

)
⊂

(
K[g] ∩R[n]

)
= R[g]

となり, R[f ] ⊂ R[g]をみたす. また, 定理 3.1より gは整閉多項式である.

従って, f は弱整閉多項式である.

3.3 命題 2.3の証明

以下の命題は命題 2.3を, UFD上に制限した場合の主張である. 本稿で
は, 命題 2.3の証明は行わない.

命題 3.2 Rを UFDとする. f ∈ R[n] \ Rに対して, 各単項式の係数の最
大公約元を c(f) ∈ Rで表わす. このとき, f(0, 0, ..., 0) = 0とすると, 以
下同値である.

(1) f がQ(R)[f ] ∩R[n] = R[f ]をみたす.

(2) c(f) ∈ R∗となる.

[命題 3.2の証明]

K := Q(R)とおく. また, c(f∗) ∈ R∗ をみたす多項式 f∗ ∈ R[n] を用
いて f = c(f)f∗と表す. この表示は Rの単元倍を除いて一意である. ま
ず, c(f) ∈ R∗ の場合を考える. g ∈ K[f ] ∩ R[n] をとる. g ∈ K[f ]より,

u0, u1, ..., um ∈ K を用いて

g = umfm + um−1f
m−1 + · · ·+ u1f + u0

と書ける. また, r ∈ R \ {0}を rui ∈ R, (i = 0, 1, ...,m)となるようにと
る. g ∈ R[n]で f(0, 0, ..., 0) = 0より, u0 = g(0, 0, ..., 0) ∈ Rであるので,

r(g − u0) = f(rumfm−1 + rum−1f
m−2 + · · ·+ ru1) ∈ K[f ] ∩R[n]
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である. ここで, g1 := rumfm−1 + rum−1f
m−2 + · · ·+ ru1 ∈ R[n]とおく.

すると, c(g1) = r · c(f)−1c(g − u0) ∈ rRとなる. 従って, g1 ∈ rR[n]とな
り, ru1 = g1(0, 0, ..., 0) ∈ rRである. よって u1 ∈ Rを得る. 以下, 帰納
的な議論によって u0, u1, ..., um ∈ Rを得る. これは g ∈ R[f ]を意味する.

従って, K[f ] ∩R[n] = R[f ]が成り立つ.

次に c(f) /∈ R∗の場合を考える. f∗ /∈ R[f ]より, R上ではR[f ] ⫋ R[f∗]

で, K 上では K[f ] = K[f∗]である. ここで, 前半の議論より, K[f∗] ∩
R[n] = R[f∗]が成り立つ. 以上より,

R[f ] ⫋ R[f∗] =
(
K[f∗] ∩R[n]

)
=

(
K[f ] ∩R[n]

)
が成り立ち, 命題の同値性が示された.

この命題により, 以下がわかる.

系 3.3 RをUFDとする. f, g ∈ R[n] \Rが f(0, 0, ..., ) = g(0, 0, ..., 0) = 0

かつ R[f ] ⊂ R[g]をみたすとする. このとき f が Q(R)[f ] ∩ R[n] = R[f ]

をみたせば, gもQ(R)[g] ∩R[n] = R[g]をみたす.

[系 3.3の証明] g ∈ R[f ]より, u0, u1, ..., um ∈ Rを用いて

g = f(umfm−1 + um−1f
m−2 + · · ·+ u1)

と書ける. よって, c(g) = c(f)c(umfm−1 + um−1f
m−2 + · · ·+ u1)となる.

命題 3.2より c(f) ∈ R∗なので c(g) ∈ R∗となり gもQ(R)[g]∩R[n] = R[g]

をみたす.

3.4 定理 2.6の証明

まず次の補題を示す.

補題 1 Rを整域, f, g ∈ R[x, y] \ Rを R[f ] ⊂ R[g]をみたすものとする.

このとき, R[x, y]Df = R[x, y]Dg が成り立つ.

[補題の証明] f ∈ R[g]より, ある多項式 u(t) ∈ R[t]を用いて f = u(g)と
書ける. このとき, fx = u′(g)gx, fy = u′(g)gyと表せる (ただし, u′は uの
tに関する微分である). よって,

Df = −fy
∂
∂x + fx

∂
∂y = u′(g)(−gy

∂
∂x + gx

∂
∂y ) = u′(g)Dg

が成り立つ. f /∈ Rより, u′(g) ̸= 0. 従ってR[x, y]Df = R[x, y]Dg .

定理 2.6の証明を始める. K := Q(R)とおく. f が弱整閉多項式なら整
閉多項式でK[g]∩R[x, y] = R[g]かつR[f ] ⊂ R[g]となる g ∈ R[x, y]\Rが
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存在する. 上の補題と, 定理 2.5を用いると, R[x, y]Df = R[x, y]Dg = R[g]

となる.

逆に, R[x, y]Df = R[g] となる g ∈ R[x, y] \ R があったとする. D̃

を DF の K[x, y]への延長とする. このとき, D̃(g) = DF (g) = 0より
K[g] ⊂ K[x, y]D̃であるので

R[g] ⊂
(
K[g] ∩R[x, y]

)
⊂

(
K[x, y]D̃ ∩R[x, y]

)
= R[x, y]Df

よって, K[g]∩R[x, y] = R[g]が成り立つ. 多項式 gの整閉性は定理 3.1よ
り従う. 故に, f は弱整閉多項式である.

3.5 命題 2.7の証明

p := D(x), q := D(y)とおき,

p =
∑

[m,n]px
myn, q =

∑
[m,n]qx

myn

と表す. ただし, [m,n]p, [m,n]q ∈ R. このとき,

∂p

∂x
=

∑
m[m,n]px

m−1yn =
∑

m[m,n− 1]px
m−1yn−1,

∂q

∂y
=

∑
n[m,n]qx

myn−1 =
∑

n[m− 1, n]qx
m−1yn−1

である. 0 = div(D) = ∂p
∂x + ∂q

∂y より, ∂p
∂x = − ∂q

∂y であるので, m,n ≥ 1に
対して, - 1

n [m,n−1]p =
1
m [m−1, n]qを得る. ここで f :=

∑
[m,n]fx

myn

とおく. ただし, [m,n]f =


0 (m = n = 0)

1
m [m− 1, 0]q (m ≥ 1, n = 0)

− 1
n [m,n− 1]p (m ≥ 0, n ≥ 1)

と定める.

このとき,

f =
∑

m≥1,n=0

1

m
[m− 1, 0]qx

m +
∑

m,n≥1

− 1

n
[m,n− 1]px

myn

であるので, fx = q, fy = −pとなり, D = Df かつ, f(0, 0) = 0である.

3.6 定理 2.8の証明

この定理は, 定理 2.6と命題 2.7から直ちに得られる.
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１．研究の動機

中学の頃から数学，特に整数に関して興味があった．高専で数学クラブに入って約数の話題になり，

整数に関する議論をしていくうちに，18 という数の約数 {1,2,3,6,9,18} について，約数を２つずつ

1 2 | 3 6 |9 18というように区切り，それら２つの数をそれぞれ足してみると，

1 + 2 = 3, 3 + 6 = 9 = 32, 9 + 18 = 27 = 33

という構造があることに気付いた，さらに，約数の中の 6,18に関して，

6 = 2 × 3,    18 = 2 × 32

が成り立っていることに気が付いた．そこで，2 × 33 = 54, 2 × 34 = 162,⋯ を調べると，これらも同様

な構造をもつことがわかった．つまり， 6,18,54,162, 486などの2 × 3𝑘の数の約数の構造も，約数を２つ

ずつに区切りそれら２つの数をそれぞれ足してみると，必ず31, 32, … , 3𝑘となっていたのである．

1   2⏟
3

 | 3   6 ⏟
32

| 

1   2⏟
3

 |3   6 ⏟
32

| 9   18⏟  
33

 

1   2⏟
3

 | 3   6 ⏟
32

 |  9   18⏟  
33

 | 27   54⏟  
34

 |

1   2⏟
3

 | 3   6 ⏟
32

| 9   18⏟  
33

 | 27   54⏟  
34

 | 81   162⏟    
35

 

1   2⏟
3

| 3   6 ⏟
32

| 9   18⏟  
33

 |27   54⏟  
34

| 81   162⏟    
35

 |243  486⏟      
36

|

この観点に立って，約数を適当に区切った和が41, 42, … , 4𝑘となっているものや51, 52, … , 5𝑘となってい

るものがあるのかどうかを調べていった．その結果，4𝑘に関する構造や5𝑘に関する構造を持つものはな

くて，次は71, 72, … , 7𝑘の構造をもつものがあり，それは28,196,1372,9604,67228,などの22 × 7𝑘の数であ

った．

28,196,1372,9604,67228,などの22 × 7𝑘の数の約数の構造は，下の図のように約数を３つずつに区切り

それら３つの数をそれぞれ足してみると，71, 72, … , 7𝑘となっていたのである．

1   2   4 ⏟    
7

| 7   14   28 ⏟      
72

| 

1   2   4 ⏟    
7

| 7   14   28 ⏟      
72

|  49   98   196 ⏟        
73

1   2   4 ⏟    
7

| 7   14   28 ⏟      
72

|  49   98   196 ⏟        
73

| 343   686   1372 ⏟          
74

|

1   2   4 ⏟    
7

| 7   14   28 ⏟      
72

|  49   98   196 ⏟        
73

| 343   686   1372 ⏟          
74

|  2401   4802   9604 ⏟            
75

1   2   4 ⏟    
7

| 7   14   28 ⏟      
72

|  49   98   196 ⏟        
73

| 343   686   1372 ⏟          
74

|  2401   4802   9604 ⏟            
75

| 16807   33614   67228 ⏟                
76

|

さらに研究を行ってみると，次は24 × 31𝑘という数が見つかり，この数の約数の構造は，約数を５

つずつに区切りそれら５つの数を足してみると，311, 312, … , 31𝑘となっていた．そしてその次は，26 ×
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127𝑘という数であり，この数の約数の構造は，約数を７つずつに区切りそれら７つの数をそれぞれ足し

てみると，1271, 1272, … , 127𝑘となっていたのである．

このような約数の構造は，3, 7, 31, 127といった素数に関係していることから，数学クラブの先生にこ

のことを説明したところ，それはメルセンヌ素数といわれる数であることを聞かされた．

定義１． メルセンヌ素数は，𝑀𝑛 = 2
𝑛+1 − 1とおいて，𝑛 に1,2,3,⋯を代入したとき𝑀𝑛が素数となるも

のをいう．

また，𝑀𝑛 = 1 + 2 +⋯+ 2
𝑛であることもわかり，上で研究してきた数が，メルセンヌ素数𝑀𝑛とそれか

ら得られる𝐷𝑘 = 2
𝑛(𝑀𝑛)

𝑘というタイプの数を扱っていたことがわかった．さらにメルセンヌ素数は完全

数というものにも関連することがわかった．

定義２． 完全数𝑥とは，𝑥を除く約数の総和 𝜏(𝑥) が𝑥 に等しくなるものである．すなわち，𝑥 = 𝜏(𝑥)で

ある．

たとえば，メルセンヌ素数3に関する数6 = 2 × 3を例にとると，𝜏(6) = 1 + 2 + 3 = 6であるので，6は

完全数である．メルセンヌ素数 7に関する数28 = 22 × 7も𝜏(28) = 1 + 2 + 4 + 7 + 14 = 28より完全数で

ある．

以上のことから，これらのことにとても興味を覚え，𝐷𝑘 = 2
𝑛 × (𝑀𝑛)

𝑘をメルセンヌ素数𝑀𝑛に関する第

𝑘派生数と呼び，それを応用する研究を行うことにした．そして研究の結果，詳細は５節で述べるが，定

理１，定理２，定理３という３つの定理を得ることができ，さらにこれらの結果から一般的な完全数と

強完全数という概念を定義することができ，新たな研究の領域を発見した．

２．メルセンヌ素数𝑀𝑛の第𝑘派生数について

まず，メルセンヌ素数𝑀𝑛関する第𝑘派生数というものを定義する．

定義３．メルセンヌ素数𝑀𝑛とそれから得られる𝐷𝑘 = 2
𝑛(𝑀𝑛)

𝑘  をメルセンヌ素数𝑀𝑛に関する第𝑘派生数と

呼ぶ．

たとえば，6は6 = 21 × 3よりメルセンヌ素数3に関する第 1派生数𝐷1であり，18は18 = 21 × 32よりメ

ルセンヌ素数3に関する第 2派生数𝐷2である．28は28 = 2
2 × 7よりメルセンヌ素数7に関する第 1派生数

𝐷1であり，196は196 = 2
2 × 72よりメルセンヌ素数7に関する第 2派生数𝐷2である．

メルセンヌ素数𝑀𝑛に関する第𝑘派生数𝐷𝑘の約数を小さい順に並べて，最初の𝑛 + 1個の約数を第 1パート，

その次の𝑛 + 1個の約数を第２パート，さらに次の𝑛 + 1個の約数を第３パート，以下同様にして第𝑘 + 1パ

ートまでを考える．たとえば，196 の約数の第 1 パートは1,2,4であり，第２パートは7,14,28，第３パー

トは49,98,196である．

1   2   4 ⏟    
7

| 7   14   28 ⏟      
72

|  49   98   196 ⏟        
73

次のことが成り立つ．
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命題 1． メルセンヌ素数𝑀𝑛に関する第𝑘派生数𝐷𝑘の約数を小さい順に並べたとき，第 𝑗パートの約数の

和は(𝑀𝑛)
𝑗である．

（証明）𝐷𝑘の約数の第 1パートの和は

1 + 2 +⋯+ 2𝑛 = 𝑀𝑛

であり，第 2パートの和は

𝑀𝑛 + 2𝑀𝑛 +⋯+ 2
𝑛𝑀𝑛 = 𝑀𝑛(1 +⋯+ 2

𝑛) = (𝑀𝑛)
2

である．数学的帰納法により第𝑗パートの和は

(𝑀𝑛)
𝑗−1 + 2(𝑀𝑛)

𝑗−1 +⋯+ 2𝑛(𝑀𝑛)
𝑗−1

= (𝑀𝑛)
𝑗−1(1 + 2 +⋯+ 2𝑛) = (𝑀𝑛)

𝑗

となり，証明された．（証明終）

次に，今後の研究に必要な𝐷𝑘の約数の部分和である𝜏(𝐷𝑘)を定義する．

定義４．メルセンヌ素数𝑀𝑛に関する第𝑘派生数𝐷𝑘の約数の𝐷𝑘を除く第𝑘パートと第𝑘 + 1パートの和を

𝜏(𝐷𝑘)とする．命題１を用いて言い換えると

𝜏(𝐷𝑘) = (𝑀𝑛)
𝑘 + (𝑀𝑛)

𝑘+1 − 𝐷𝑘

とする．

たとえば，メルセンヌ素数 7に関する𝐷1 =28，𝐷2 =196, 𝐷3 =1372はそれぞれ次のようになる．

1   2   4 ⏟    
7

| 7   14   28 ⏟      
72

|  49   98   196 ⏟        
73

| 343   686   1372 ⏟          
74

|

𝐷1 =28の場合： 𝜏(28) = 71 + 72 − 28 = 7 + 49 − 28 = 28

𝐷2 =196の場合： 𝜏(196) = 72 + 73 − 196 = 49 + 343 − 196 = 196

𝐷3 =1372の場合： 𝜏(1372) = 73 + 74 − 1372 = 343 + 2401 − 1372 = 1372

上の例から分かるように，𝐷𝑘の約数の部分和に関しては，𝐷𝑘 = 𝜏(𝐷𝑘)が成り立つのである．そして，

特に第 1派生数𝐷1は次のことがいえた．

命題２．メルセンヌ素数𝑀𝑛に関する第 1派生数𝐷1は完全数である．

（証明）定義２より𝐷1 = 2
𝑛𝑀𝑛であり，定義４より 𝜏(𝐷1) = 𝑀𝑛 + (𝑀𝑛)

2 − 𝐷1であるので

𝜏(𝐷1) = 𝑀𝑛(1 +𝑀𝑛 − 2
𝑛) = 𝑀𝑛(1 + 1 + 2 +⋯+ 2

𝑛 − 2𝑛)

= 𝑀𝑛(1 + 1 + 2 +⋯+ 2
𝑛−1) = 𝑀𝑛(1 + 2

𝑛 − 1) = 2𝑛𝑀𝑛 = 𝐷1（証明終）

[注意１] 明らかにメルセンヌ素数𝑀𝑛に関する第 1 派生数𝐷1は偶数であり，オイラーによると偶数の完

全数は𝐷1に限ることが証明されている．さらに「奇数の完全数が存在するかどうか」 は未解決問題とな

っている(高木[T]参照)．

定義５．𝑥 以外の約数をいくつか足して𝑥 になるとき、数𝑥を擬似完全数という。

たとえば，18の場合3 + 6 + 9 = 18，54の場合9 + 18 + 27 = 54であるので，18と 54は疑似完全数で

ある．18と 54はメルセンヌ素数3の第2派生数と第3派生数である．一般的に次のことが証明できた．
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命題３． メルセンヌ素数𝑀𝑛に関する第𝑘派生数𝐷𝑘は疑似完全数である．

（証明） 𝜏(𝐷𝑘) = (𝑀𝑛)
𝑘 + (𝑀𝑛)

𝑘+1 − 𝐷𝑘であり，𝜏(𝐷𝑘) = 𝐷𝑘となっていれば𝐷𝑘は疑似完全数である．𝐷𝑘 =

2𝑛(𝑀𝑛)
𝑘より

𝜏(𝐷𝑘) = (𝑀𝑛)
𝑘 + (𝑀𝑛)

𝑘+1 − 2𝑛(𝑀𝑛)
𝑘 = (𝑀𝑛)

𝑘(1 +𝑀𝑛 − 2
𝑛) = (𝑀𝑛)

𝑘(1 + 1 + 2 +⋯+ 2𝑛 − 2𝑛)

= (𝑀𝑛)
𝑘(1 + 1 + 2 +⋯+ 2𝑛−1) = (𝑀𝑛)

𝑘(1 + 2𝑛 − 1) = (𝑀𝑛)
𝑘2𝑛 = 𝐷𝑘

よって，メルセンヌ素数𝑀𝑛に関する第𝑘派生数𝐷𝑘は疑似完全数である．（証明終）

命題４． メルセンヌ素数𝑀𝑛に関する第1派生数𝐷1の約数の逆数和𝑆1は 2に等しい．

(証明) 𝐷1 = 2
𝑛𝑀𝑛より，

𝑆1 = 1 +
1

2
+⋯+

1

2𝑛
+
1

𝑀𝑛
+⋯+

1

2𝑛𝑀𝑛
=
1+ 2 +⋯+ 2n +𝑀𝑛 +⋯+ 2

𝑛𝑀𝑛
2𝑛𝑀𝑛

=
τ(D1) + 2

𝑛𝑀𝑛
2𝑛𝑀𝑛

=
2𝑛𝑀𝑛 + 2

𝑛𝑀𝑛
2𝑛𝑀𝑛

= 2

よって，第1派生数𝐷1の約数の逆数和𝑆1は 2に等しい．（証明終）

次に，疑似完全数としての第𝑘派生数𝐷𝑘の約数の逆数和について研究した．

命題５．メルセンヌ素数𝑀𝑛に関する第𝑘派生数𝐷𝑘の約数の第𝑘パートと第𝑘 + 1パートの数の逆数和𝑆𝑘は

以下である．

𝑆𝑘 =
2

(𝑀𝑛)𝑘−1

(証明) 𝐷1 = 2
𝑛𝑀𝑛より，

𝑆𝑘 =
1

𝑀𝑛
𝑘−1 +

1

2(𝑀𝑛)𝑘−1
+⋯+

1

2𝑛(𝑀𝑛)𝑘−1
+

1

(𝑀𝑛)𝑘
+⋯+

1

2𝑛(𝑀𝑛)𝑘

=
1 + 2 +⋯+ 2n +𝑀𝑛 +⋯+ 2

𝑛𝑀𝑛
2𝑛(𝑀𝑛)𝐾

=
τ(𝐷1) + 2

𝑛𝑀𝑛
2𝑛(𝑀𝑛)𝑘

=
2n𝑀𝑛 + 2

𝑛𝑀𝑛
2𝑛(𝑀𝑛)𝑘

=
2

(𝑀𝑛)𝑘−1

よって，𝐷𝑘の約数の第𝑘パートと第𝑘 + 1パートの数の逆数和𝑆𝑘は
2

(𝑀𝑛)
𝑘−1になる．(証明終)

３．これまでの完全数に関する研究

上に述べた本研究で扱っているメルセンヌ素数𝑀𝑛に関する第𝑘派生数は，𝑀𝑛 = 1 + 2 +⋯+ 2
𝑛を基礎

にした研究であると考えることができる．そうすると， 𝑀𝑛
3 = 1 + 3 +⋯+ 3𝑛や 𝑀𝑛

5 = 1 + 5 +⋯+ 5𝑛な

どから同様な研究ができないかと思えた．そのことを数学クラブの先生に申し出たところ，それはメル

センヌ素数や完全数を一般化する方向の研究とみることができるので，そのような論文を調べようとい

う指示があった．この立場からのこれまでの研究を MathSciNet という数学の論文検索サービスで調べ

てみると，T.Yamada[Y]の研究，A.Bege等[B]の研究が見つかった．

T.Yamada[Y]の研究や A.Bege等[B]の研究は，ある数𝑁の約数の和を𝜎(𝑁)としたとき，𝑁が完全数なら

ば𝜎(𝑁) = 2𝑁であるが，𝜎(𝜎(𝑁)) = 2𝑁とした場合の研究を行っていた．そしてそれをさらにそれぞれの

立場から一般化の試みがなされた研究であり，本研究の方向性とは異なっていた．
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また，最近，飯高[I]の研究が出版された．これは本研究の方向性に近いものではあったが，厳密には

異なる研究となっている．

以上のことから，本研究はこれまで扱われてこなかった領域であるのではないかと考え，この研究を

進めることをきめた．

４．素数3に関するメルセンヌ素数 𝑀𝑛
3 の第𝑘派生数

本研究においてこれまでメルセンヌ素数𝑀𝑛から第𝑘派生数𝐷𝑘に関する５つの命題を発見し証明した．

しかし，整数に関する本を見ていると，得られた結果は良く知られているものであった．しかし証明の

アプローチが異なるので，それを重視して， 𝑀𝑛
3 = 1 + 3 +⋯+ 3𝑛や 𝑀𝑛

5 = 1 + 5 +⋯+ 5𝑛などを用いて

同様な研究ができないかと考えた． そこでこの節では， 𝑀𝑛
3 = 1 + 3 +⋯+ 3𝑛を用いた研究について述

べていく．

まず， 𝑀𝑛
3 = 1 + 3 + 32 +⋯+ 3𝑛と置く．このとき，等比数列の計算により 𝑀𝑛

3 =
3𝑛+1−1

2
が得られる

ことを注意しておく．

定義６． 𝑀𝑛
3 =

3𝑛+1−1

2
が素数になるとき， 𝑀𝑛

3 を3-メルセンヌ素数とよぶ．

たとえば， 𝑀2
3 =

32+1−1

2
= 13となり，これは3-メルセンヌ素数である．

定義７．3-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
3 と，それから得られる𝐷𝑘 = 3

𝑛 × ( 𝑀𝑛
3 )

𝑘
を3-メルセンヌ素数 𝑀𝑛

3 に関す

る第𝑘派生数と呼ぶ．

たとえば，117 , 1521を例にとると，117 = 32 × (13)1であり 𝑀2
3 = 13であるので，117は3-メルセン

ヌ素数 𝑀2 = 13
3 に関する第1派生数𝐷1である．また，1521 = 3

2 × (13)2であるので，1521は3-メルセン

ヌ素数 𝑀2 = 13
3 に関する第2派生数𝐷2である．

3-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
3 に関する第𝑘派生数𝐷𝑘の約数を小さい順に並べたとき，そのパートの構造は，

例えば 𝑀2 = 13
3 に関する第2派生数𝐷2 = 1521については以下のようになっていた．

1   3   9 ⏟    
13

| 13   39   117 ⏟        
132

|  169   507   1521 ⏟          
133

次の命題６は，命題１に対応する約数のパートの構造に関するものであり，それを証明することがで

きた．

命題６．3-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
3 に関する第𝑘派生数𝐷𝑘の約数の第 𝑗パートの約数の和は( 𝑀𝑛

3 )
𝑗
である．

（証明）𝐷𝑘の約数の第 1パートの和は

1 + 3 +⋯+ 3𝑛 = 𝑀𝑛
3

であり，第 2パートの和は

𝑀𝑛
3 + 3 𝑀𝑛

3 +⋯+ 3𝑛 𝑀𝑛
3 = 𝑀𝑛

3 (1 +⋯+ 3𝑛) = ( 𝑀𝑛
3 )2

である．数学的帰納法により第𝑗パートの和は
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( 𝑀𝑛
3 )𝑗−1 + 3( 𝑀𝑛

3 )𝑗−1 +⋯+ 3𝑛( 𝑀𝑛
3 )𝑗−1

= ( 𝑀𝑛
3 )

𝑗−1
(1 + 3 +⋯+ 3𝑛) = ( 𝑀𝑛

3 )𝑗

となり，証明された．(証明終)

定義８．3-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
3 に関する第𝑘派生数𝐷𝑘の𝐷𝑘を除く第𝑘パートと第𝑘 + 1パートの和を𝜏(𝐷𝑘)

とする．命題６を用いて言い換えると

𝜏(𝐷𝑘) = ( 𝑀𝑛
3 )

𝑘
+ ( 𝑀𝑛

3 )
𝑘+1

− 𝐷𝑘

とする．

さらに，3-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
3 に関する第𝑘派生数𝐷𝑘に関する次の公式も発見した．

命題７． 3-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
3 に関する第𝑘派生数𝐷𝑘について以下が成り立つ．

𝐷𝑘 = 2τ(𝐷𝑘) − ( 𝑀𝑛
3 )

𝑘

（証明） 定義７より𝐷𝑘 = 3
𝑛 × ( 𝑀𝑛

3 )
𝑘
であり，命題６より𝜏(𝐷𝑘) = ( 𝑀𝑛

3 )
𝑘
+ ( 𝑀𝑛

3 )
𝑘+1

− 𝐷𝑘であるの

で，

𝜏(𝐷𝑘) = ( 𝑀𝑛
3 )

𝑘
+ ( 𝑀𝑛

3 )
𝑘+1

− 3𝑛 × ( 𝑀𝑛
3 )

𝑘
= ( 𝑀𝑛

3 )
𝑘
(1 + 𝑀𝑛

3 − 3𝑛)

= ( 𝑀𝑛
3 )

𝑘
(1 + 1 + 3 +⋯+ 3𝑛−1) = ( 𝑀𝑛

3 )
𝑘
(1 +

(3𝑛 − 1)

2
) = ( 𝑀𝑛

3 )
𝑘
+
( 𝑀𝑛
3 )

𝑘
(3𝑛 − 1)

2

である．よって 𝜏(𝐷𝑘) = ( 𝑀𝑛
3 )

𝑘
+
( 𝑀𝑛
3 )

𝑘
(3𝑛−1)

2
であり，これより，

2τ(𝐷𝑘) − ( 𝑀𝑛
3 )

𝑘
= ( 𝑀𝑛

3 )
𝑘
+ ( 𝑀𝑛

3 )
𝑘
(3𝑛 − 1) = ( 𝑀𝑛

3 )
𝑘
+ 3𝑛 × ( 𝑀𝑛

3 )
𝑘
− ( 𝑀𝑛

3 )
𝑘
= 3𝑛 × ( 𝑀𝑛

3 )
𝑘
= 𝐷𝑘

（証明終）

3-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
3 に関する第𝑘派生数𝐷𝑘の逆数和に関しても次の結果を得ることができた．

命題８． 3-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
3 に関する第𝑘派生数𝐷𝑘の第𝑘パートと第𝑘 + 1パートの数の逆数和𝑆𝑘は以

下になる．

𝑆𝑘 =
1 + 𝑀𝑛

3

3𝑛( 𝑀𝑛
3 )

𝑘−1

特に，𝑆1 =
1+ 𝑀𝑛

3

3𝑛
である．

(証明) 𝐷1 = 3
𝑛( 𝑀𝑛

3 )，𝜏(𝐷1) = ( 𝑀𝑛
3 ) + ( 𝑀𝑛

3 )
2
− 𝐷1より，

𝑆𝑘 =
1

( 𝑀𝑛
3 )

𝑘−1 +
1

3( 𝑀𝑛
3 )

𝑘−1 +⋯+
1

3𝑛( 𝑀𝑛
3 )

𝑘−1 +
1

( 𝑀𝑛
3 )

𝑘 +⋯+
1

3𝑛( 𝑀𝑛
3 )

𝑘

=
1+ 3 +⋯+ 3n + 𝑀𝑛

3 +⋯3𝑛( 𝑀𝑛
3 )

3𝑛( 𝑀𝑛
3 )

𝑘 =
τ(𝐷1) + 𝐷1

3𝑛( 𝑀𝑛
3 )

𝑘 =
( 𝑀𝑛
3 ) + ( 𝑀𝑛

3 )
2
− 𝐷1 + 𝐷1

3𝑛( 𝑀𝑛
3 )

𝑘

=
( 𝑀𝑛
3 ) + ( 𝑀𝑛

3 )
2

3𝑛( 𝑀𝑛
3 )

𝑘 =
1 + 𝑀𝑛

3

3𝑛( 𝑀𝑛
3 )

𝑘−1
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よって，𝐷𝑘の第𝑘パートと第𝑘 + 1パートの数の逆数和𝑆𝑘は
1+ 𝑀𝑛

3

3𝑛( 𝑀𝑛
3 )

𝑘−1になる．(証明終)

[注意２] 命題５と命題８の結果も非常に類似したものである．それは，命題５における公式𝑆𝑘=
2

(𝑀𝑛)
𝑘−1を

𝑀𝑛 = 2
𝑛+1 − 1で書き直すと，𝑆𝑘=

1+𝑀𝑛

2𝑛(𝑀𝑛)
𝑘−1となるからである．

５．素数𝑝に関するメルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝 の第𝑘派生数について

前節までに素数2と3に関するメルセンヌ素数の第𝑘派生数に関する8つの命題を発見し証明した．これ

らの研究を踏まえて，より一般的な研究を行った．

𝑀𝑛
𝑝

 = 1 + 𝑝 + 𝑝2 +⋯+ 𝑝𝑛と置く．このとき，等比数列の計算により 𝑀𝑛
𝑝

=
𝑝𝑛+1−1

𝑝−1
が得られる．

定義９． 𝑀𝑛
𝑝

=
𝑝𝑛+1−1

𝑝−1
が素数になるとき， 𝑀𝑛

𝑝
を𝑝-メルセンヌ素数とよぶ．

定義１０． 𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

と，それから得られる𝐷𝑘 = 𝑝
𝑛 × ( 𝑀𝑛

𝑝
)
𝑘
を𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛

𝑝
に

関する第𝑘派生数と呼ぶ．

𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

に関する第𝑘派生数𝐷𝑘の約数を小さい順に並べたとき，第 𝑗パートの構造に関す

る次の定理を証明した．

定理１．𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

に関する第𝑘派生数𝐷𝑘の約数の第 𝑗パートの約数の和は( 𝑀𝑛
𝑝

)𝑗である．

（証明）𝐷𝑘の約数の第 1パートの和は

1 + 𝑝 +⋯+ 𝑝𝑛 = 𝑀𝑛
𝑝

であり，第 2パートの和は

𝑀𝑛
𝑝

+ 𝑝( 𝑀𝑛
𝑝

) + ⋯+ 𝑝𝑛( 𝑀𝑛
𝑝

) = 𝑀𝑛
𝑝 (1 +⋯+ 𝑝𝑛) = ( 𝑀𝑛

𝑝
)2

である．数学的帰納法により第𝑗パートの和は

( 𝑀𝑛
𝑝

)𝑗−1 + 𝑝( 𝑀𝑛
𝑝

)𝑗−1 +⋯+ 𝑝𝑛( 𝑀𝑛
𝑝

)𝑗−1

= ( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑗−1
(1 + 𝑝 +⋯+ 𝑝𝑛) = ( 𝑀𝑛

𝑝
)𝑗

となり，証明された．(証明終)

定義１１．𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

に関する第𝑘派生数𝐷𝑘の約数の𝐷𝑘を除く第𝑘パートと第𝑘 + 1パートの

和を𝜏(𝐷𝑘)とする．定理１を用いて言い換えると

𝜏(𝐷𝑘) = ( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘
+ ( 𝑀𝑛

𝑝
)
𝑘+1

− 𝐷𝑘

とする．

次に，𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

に関する第𝑘派生数𝐷𝑘に関する次の公式を証明した．
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定理２． 𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

に関する第𝑘派生数𝐷𝑘について以下が成り立つ．

𝐷𝑘 = (𝑝 − 1)τ(𝐷𝑘) − (𝑝 − 2)( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘

（証明） 定義１０より𝐷𝑘 = 𝑝
𝑛 × ( 𝑀𝑛

𝑝
)
𝑘
であり，定義 1１より𝜏(𝐷𝑘) = ( 𝑀𝑛

𝑝
)
𝑘
+ ( 𝑀𝑛

𝑝
)
𝑘+1

− 𝐷𝑘である

ので，

𝜏(𝐷𝑘) = 𝑀𝑛
𝑝 𝑘

+ ( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘+1

− 𝑝𝑛( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘
= ( 𝑀𝑛

𝑝
)
𝑘
(1 + 𝑀𝑛

𝑝
− 𝑝𝑛)

= ( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘
(1 + 1 + 𝑝 +⋯+ 𝑝𝑛−1) = ( 𝑀𝑛

𝑝
)
𝑘
(1 +

(𝑝𝑛 − 1)

𝑝 − 1
) = ( 𝑀𝑛

𝑝
)
𝑘
+
( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘
(𝑝𝑛 − 1)

𝑝 − 1

である．よって 𝜏(𝐷𝑘) = ( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘
+
( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘
(𝑝𝑛−1)

𝑝−1
であり，これより，

(𝑝 − 1)τ(𝐷𝑘) = (𝑝 − 1)( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘
+ ( 𝑀𝑛

𝑝
)
𝑘
(𝑝𝑛 − 1) = (𝑝 − 1)( 𝑀𝑛

𝑝
)
𝑘
+ 𝑝𝑛( 𝑀𝑛

𝑝
)
𝑘
− ( 𝑀𝑛

𝑝
)
𝑘

= (𝑝 − 2)( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘
+ 𝑝𝑛( 𝑀𝑛

𝑝
)
𝑘

これより

(𝑝 − 1)τ(𝐷𝑘) − (𝑝 − 2)( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘
= 𝑝𝑛( 𝑀𝑛

𝑝
)
𝑘
= 𝐷𝑘

よって，𝐷𝑘 = (𝑝 − 1)τ(𝐷𝑘) − (𝑝 − 2)( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘
である．（証明終）

𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

に関する第𝑘派生数𝐷𝑘の逆数和に関しても次の結果を証明した．

定理３．𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

に関する第𝑘派生数𝐷𝑘の第𝑘パートと第𝑘 + 1パートの数の逆数和𝑆𝑘は以下

である．

𝑆𝑘 =
1 + 𝑀𝑛

𝑝

𝑝𝑛( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘−1

特に，𝑆1 =
1+ 𝑀𝑛

𝑝

𝑝𝑛
である．

(証明) 𝐷1 = 𝑝
𝑛( 𝑀𝑛

𝑝
)，𝜏(𝐷1) = ( 𝑀𝑛

𝑝
) + ( 𝑀𝑛

𝑝
)
2
−𝐷1より，

 𝑆𝑘 =
1

( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘−1 +

1

𝑝( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘−1 +⋯+

1

𝑝𝑛( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘−1 +

1

( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘 +⋯+

1

𝑝𝑛( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘

 =
1 + 𝑝 +⋯+ 𝑝n + 𝑀𝑛

𝑝
+⋯𝑝𝑛( 𝑀𝑛

𝑝
)

𝑝𝑛( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘 =

τ(𝐷1) + 𝐷1

𝑝𝑛( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘 =

( 𝑀𝑛
𝑝

) + ( 𝑀𝑛
𝑝

)
2
− 𝐷1 + 𝐷1

𝑝𝑛( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘

 =
( 𝑀𝑛
𝑝

) + ( 𝑀𝑛
𝑝

)
2

𝑝𝑛( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘 =

1 + 𝑀𝑛
𝑝

𝑝𝑛( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘−1

よって，𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

に関する第𝑘派生数𝐷𝑘の約数の逆数和𝑆𝑘は
1+( 𝑀𝑛

𝑝
)

𝑝𝑛( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘−1になる．(証明終)

６．素数𝑝に関する完全数について

定理 2によって， 𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

に関する第1派生数𝐷1の公式

𝐷1 = (𝑝 − 1)τ(𝐷1) − (𝑝 − 2) 𝑀𝑛
𝑝
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を得たが，これは𝑝 = 2のとき𝐷1 = 𝜏(𝐷1)を満たすため，上の式は完全数の一般化であると考えることが

できる．そこで，次のことを定義し研究を進めた．

定義１２． 素数𝑝に関する完全数𝑥とは，

𝑥 = (𝑝 − 1)τ(𝑥) − (𝑝 − 2) 𝑀𝑛
𝑝

をみたすものとする．

さらに，𝑥の約数の逆数和𝑆が適当な自然数𝑎で𝑝𝑎𝑆が自然数となるとき，𝑥を素数𝑝に関する強完全数と

呼ぶ．

[注意３] 命題２の注意１において，「奇数の完全数が存在するかどうか」 は未解決問題となっているこ

とを述べたが，𝑝 ≥ 3のとき，素数𝑝に関する完全数𝑥は全て奇数であることは上の定義からすぐにわかる．

[注意４] 定理２と定理３から，𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

に関する第1派生数𝐷1は素数𝑝に関する強完全数で

ある．

さて，𝑝 = 3に関する完全数𝑥は𝑥 = 2𝜏(𝑥) − 𝑀𝑛
3 であるが，1 ≤ 𝑥 ≤ 105の範囲でコンピューターを用い

て調査した結果，3-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
3 の第1派生数𝐷1以外に，1809と18549が見つかった．これらの分

析結果は以下である．

(1) 𝑝 = 3に関する完全数1809について

まず，𝑆 =
40×68

33×67
であるため，1809は強完全数ではない．次に1809の完全数としての約数の構造を調

べると，以下のようになっていた．

1   3   9   27 ⏟        
40

|  67   201   603   1809 ⏟              
40×67

|

ここにある67は素数であるが，67 =
5×33−1

2
という関係式を持っているため3-メルセンヌ素数 𝑀𝑛

3 ではな

い．しかし，1809 = 33 × 67であり，1809の約数の第 1 パートの合計は40, そして第 2 パートの合計は

40 × 67となっており，3-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
3 の第1派生数𝐷1と類似の構造をもっていることがわかる．

(2) 𝑝 = 3に関する完全数18549について

まず，𝑆 =
121×230

34×229
であるため，1809は強完全数ではない．次に18549の完全数としての約数の構造は以

下のようになっていた．

1   3   9   27   81 ⏟          
121

|  229   687   2061   6183   18549 ⏟                    
121×229

|

ここにある229も素数であるが，229 =
17×33−1

2
という関係式を持っているため3-メルセンヌ素数 𝑀𝑛

3 で

はない．しかし，これについても18549 = 34 × 229であり，18549の約数の第 1 パートの合計は121, そ

して第 2 パートの合計は121 × 229となっており，やはり 3-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
3 の第1派生数𝐷1と類似の

構造をもっていた．
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このことから，現在，𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

の第1派生数𝐷1以外の素数𝑝に関する完全数𝑥に強く興味を

もっており，この研究を進めるにあたり，次に述べる重み𝑞付きの𝑝-メルセンヌ素数という概念が重要で

あると考えている．

定義１３． 素数𝑝に対して、素数𝑤がある自然数𝑎とある素数𝑞により

𝑤 =
𝑞 × 𝑝𝑎 − 1

𝑝 − 1

となっているとき，𝑤を重み𝑞の𝑝-メルセンヌ素数といい， 𝑀𝑎
𝑞∗𝑝

とかく。

たとえば，𝑝 = 3のときに𝑤 = 67, 229とすると，それぞれ以下のようになる．

67 =
5 × 33 − 1

2
,      229 =

17 × 33 − 1

2

これより，67は重み5の3-メルセンヌ素数 𝑀3
5∗3 , 229は重み17の3-メルセンヌ素数 𝑀4

17∗3 である．

重み𝑞付きの𝑝-メルセンヌ素数を用いた素数𝑝に関する完全数𝑥については，現在研究中である．

また，素数𝑝に関する強完全数については，『𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

の第1派生数𝐷1以外には存在しない

だろう』という仮説を立てている．

７．今後の研究計画

今後の研究計画を以下のように立てている．

(1) 𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

に関する第1派生数𝐷1以外で，素数𝑝に関する完全数𝑥の研究を，重み𝑞の𝑝-メル

センヌ素数のアプローチから進める．

(2) 𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

に関する第1派生数𝐷1以外には存在しないのではないかという予想を証明する．

(3) 𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

に関する第𝑘派生数𝐷𝑘の数列の研究をする．すなわち，𝑝-メルセンヌ素数 𝑀𝑛
𝑝

に

関する第𝑘派生数𝐷𝑘から得られた無限数列

1 , 𝑝, 𝑝2, … , 𝑝𝑛, 𝑀𝑛
𝑝

, 𝑝 𝑀𝑛
𝑝

, … , ( 𝑀𝑛
𝑝

)
𝑘
,   𝑝( 𝑀𝑛

𝑝
)
𝑘
, … , 𝑝𝑛( 𝑀𝑛

𝑝
)
𝑘
,⋯

に関する研究をすることで，完全数の研究の新たな方向性が見つかると考えている．
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1．はじめに

本研究の目的は，三元整数環𝑀3のピタゴラス数の分類である．三元整数𝑀3とは，四

元数[H]に習って書くと，𝑀3は集合 {𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑘𝑧|𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑍} で 𝑖2 = 𝑖, 𝑘2 = 𝑘, 𝑖𝑗 = 𝑗𝑘 =

𝑗, 𝑗2 = 𝑗𝑖 = 𝑘𝑖 = 𝑖𝑘 = 𝑘𝑗 = 0 をみたすものとすることができる．しかし，これは２次整

数行列環の部分環とみることもでき，

𝑀3 = {(
𝑥 𝑦
0 𝑧

) |𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑍}

である。以下，我々は三元整数𝑀3を上の行列として扱い，𝑀3の元を𝑀3数と呼ぶ．また，

𝑀3数の中で行列式が±1であるものは単元と呼ぶ．

さて，自然数のピタゴラス数（𝑎, 𝑏, 𝑐）は，𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2をみたすもので，これは２つ

のパラメータ𝑠と𝑡  (𝑠 > 𝑡) を用いて

𝑎 = 𝑠2 − 𝑡2, 𝑏 = 2𝑠𝑡, 𝑐 = 𝑠2 + 𝑡2

と表わされることはよく知られている．特に 𝑎, 𝑏, 𝑐 の最大公約数が 1 であるときを原始

ピタゴラス数というが，このとき 𝑠 と 𝑡 は， 𝑠 と 𝑡 のどちらか一方は偶数で，もう片方

は奇数であることが必要十分条件である．また，自然数のピタゴラス数はピタゴラス行

列

𝑃 = (
−1 −2 2
−2 −1 2
−2 −2 3

)

を用いると，すべての原始ピタゴラス数が(3,4,5)から得られることが知られている[Ko]．

この意味で(3,4,5)は原始ピタゴラス数のオリジンと考えることができる．さらにこれに

関連して橘は[Ta]の中で複素ピタゴラス数のオリジンに関する研究を行い，相対的なオ

リジンというペアが無数に存在していることを示し，さらにその構造について論じた．

以上のことから，我々は整数環やガウス整数環以外の環で，特に非可換環でのピタゴラ

ス数はどういったものであるのか，それに興味を覚えた．

本研究では，三元整数環𝑀3においてピタゴラス数を定義し，その研究を行う．

【定義１】 𝐴, 𝐵, 𝐶を𝑀3数とする．（𝐴, 𝐵, 𝐶）が（𝑀3数の）ピタゴラス数であるとは，𝐴, 𝐵, 𝐶

の(1,1)成分と(2,2)成分は正で

𝐴2 + 𝐵2 = 𝐶2

をみたすものをいう．

(注)（𝐴, 𝐵, 𝐶）がピタゴラス数であるならば，𝐴, 𝐵, 𝐶の(1,1)成分の３つの数と，(2,2)成

分の３つの数は自然数のピタゴラス数である．
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以下，本研究においては，𝑀3数のピタゴラス数に可約と既約という概念を与え，𝑀3数

のピタゴラス数の分類を試みる．

２．(2 + 3)型の𝑀3数

以下において，（𝐴, 𝐵, 𝐶）はピタゴラス数とし，𝐴 = (
𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
), 𝐵 = (

𝑏1 𝑏2

0 𝑏3
)， 𝐶 =

(
𝑐1 𝑐2

0 𝑐3
)として，𝑀3数𝐴, 𝐵, 𝐶を表記する．

さて，𝐴 = (
𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
) が 𝑎1 = 𝑎2 + 𝑎3 をみたすとき，𝐴を(2 + 3)型の𝑀3数と呼ぶ．以

下の命題が成り立つ．

【命題１】 𝐴, 𝐵, 𝐶を(2 + 3)型の𝑀3数とし，さらに(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1)と(𝑎3, 𝑏3, 𝑐3)は自然数のピ

タゴラス数とする．このとき(𝐴, 𝐵, 𝐶)はピタゴラス数である．

(証明)．𝐴2 = (
𝑎1

2 𝑎2(𝑎1 + 𝑎3)

0 𝑎3
2 )であり，𝐴は(2 + 3)型であるので(1,2)成分を計算する

と， 𝑎2(𝑎1 + 𝑎3) = (𝑎1 − 𝑎3)(𝑎1 + 𝑎3) = 𝑎1
2 − 𝑎3

2 である．同様に 𝐵2 の (1,2) 成分は

𝑏2(𝑏1 + 𝑏3) = 𝑏1
2 − 𝑏3

2であり，𝐶2の(1,2)成分は 𝑐2(𝑐1 + 𝑐3) = 𝑐1
2 − 𝑐3

2である．したがって，

𝐴2 + 𝐵2 = (
𝑎1

2 + 𝑏1
2 𝑎1

2 + 𝑏1
2 − (𝑎3

2 + 𝑏3
2)

0 𝑎3
2 + 𝑏3

2 ) = (
𝑐1

2 𝑐1
2 − 𝑐3

2

0 𝑐3
2 ) = 𝐶2

であるので，(𝐴, 𝐵, 𝐶)はピタゴラス数である．Q.E.D.

(例１)

𝐴 = (
3 −7
0 10

) , 𝐵 = (
4 −20
0 24

) , 𝐶 = (
5 −21
0 26

)

とすると，𝐴, 𝐵, 𝐶は(2 + 3)型の𝑀3数であり，そして(𝐴, 𝐵, 𝐶)は𝑀3数のピタゴラス数であ

る．□

ところで，上の例の𝐴, 𝐵, 𝐶はそれぞれ

𝐴 = (
1 −1
0 2

) (
3 −2
0 5

) , 𝐵 = (
1 −1
0 2

) (
4 −8
0 12

) , 𝐶 = (
1 −1
0 2

) (
5 −8
0 13

)

と分解する．そこで𝐴′ = (
3 −2
0 5

) , 𝐵′ = (
4 −8
0 12

) , 𝐶′ = (
5 −8
0 13

)とおくと
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𝐴′2 + 𝐵′2 = 𝐶′2

が成り立つため，(𝐴′, 𝐵′, 𝐶′)はピタゴラス数であることがわかる．

上の例に限らず𝑑1 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1), 𝑑3 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎3, 𝑏3, 𝑐3)とおいたとき𝑑1 > 1または

𝑑3 > 1の場合のデータを調べると，ほとんどの場合に同様な分解が起こっていた．

３．可約と既約な𝑀3数のピタゴラス数の定義

𝑀3数のピタゴラス数に可約と既約という概念を定義する．

【定義２】 𝐴, 𝐵, 𝐶をピタゴラス数とする．このとき，単元でないある𝑀3数 𝐷よって，

 𝐴 = 𝐷𝐴′かつ 𝐵 = 𝐷𝐵′かつ 𝐶 = 𝐷𝐶′ ，または𝐴 = 𝐴′𝐷 かつ 𝐵 = 𝐵′𝐷かつ 𝐶 = 𝐶′𝐷 のど

ちらかで𝐴, 𝐵, 𝐶が𝑀3数で分解し，さらに𝐴′2 + 𝐵′2 = 𝐶′2が成り立つとき(𝐴, 𝐵, 𝐶)は可約で

あるという．そして，𝐷を(𝐴, 𝐵, 𝐶)の可約係数という．

可約でないピタゴラス数を既約であるという．

(注)  (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1)と(𝑎3, 𝑏3, 𝑐3)が自然数の原始ピタゴラス数であるとき，𝑀3数のピタゴラ

ス数(𝐴, 𝐵, 𝐶)は既約である．このような既約なピタゴラス数(𝐴, 𝐵, 𝐶)を原始的であるとい

う．

以下において，ピタゴラス数(𝐴, 𝐵, 𝐶)は原始的でないものとする．

(例２) 𝑀3数のピタゴラス数

𝐴 = (
3 7
0 10

) , 𝐵 = (
4 20
0 24

) , 𝐶 = (
5 21
0 26

)

は，𝑔𝑐𝑑(3,4,5) = 1，𝑔𝑐𝑑(10,24,26) = 2であるので，𝐴, 𝐵, 𝐶をそれぞれ

𝐴 = (
1 𝑠
0 2

) (
3 7 − 5𝑠
0 5

) , 𝐵 = (
1 𝑠
0 2

) (
4 20 − 12𝑠
0 12

) , 𝐶 = (
1 𝑠
0 2

) (
5 21 − 13𝑠
0 13

)

と分解する．そして，

𝐴′ = (
3 7 − 5𝑠
0 5

) , 𝐵′ = (
4 20 − 12𝑠
0 12

) , 𝐶′ = (
5 21 − 13𝑠
0 13

)

とおくと，このとき𝐴′2 + 𝐵′2 = 𝐶′2を解くと，𝑠 = 1である．すなわち，(𝐴, 𝐵, 𝐶)は可約

なピタゴラス数である．□
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(例３) 𝑀3数のピタゴラス数

𝐴 = (
8 1
0 15

) , 𝐵 = (
6 8
0 8

) , 𝐶 = (
10 5
0 17

)

を考える．𝑔𝑐𝑑(8,6,10) = 2，𝑔𝑐𝑑(15,8,17) = 1であるので，𝐴, 𝐵, 𝐶をそれぞれ

𝐴 = (
4 1 − 4𝑡
0 15

) (
2 𝑡
0 1

) , 𝐵 = (
3 8 − 3𝑡
0 8

) (
2 𝑡
0 1

) , 𝐶 = (
5 5 − 5𝑡
0 17

) (
2 𝑡
0 1

)

と分解する．そして，

𝐴′ = (
4 1 − 4𝑡
0 15

) , 𝐵′ = (
3 8 − 3𝑡
0 8

) , 𝐶′ = (
5 5 − 5𝑡
0 17

)

とおく．このとき𝐴′2 + 𝐵′2 = 𝐶′2を解くと，𝑡 = 3である．すなわち，(𝐴, 𝐵, 𝐶)は可約な

ピタゴラス数である．□

４．可約なピタゴラス数の判定

可約なピタゴラス数を判定するために，次のことを定義する．

【定義３】𝑀3数𝐴が単元でないある𝑀3数 𝐷よって𝐴 = 𝐴′𝐷 = 𝐷𝐴′と分解されるとき，𝐴は

𝐷で可換に分解されるという．さらに，ピタゴラス数(𝐴, 𝐵, 𝐶)で，𝐴, 𝐵, 𝐶はそれぞれ単元

でないある𝑀3数 𝐷で可換に分解されるとき，(𝐴, 𝐵, 𝐶)は𝐷での分解が可換であるという．

【命題２】 (𝐴, 𝐵, 𝐶)を原始的でない(2 + 3)型のピタゴラス数とすると，(𝐴, 𝐵, 𝐶)は𝐷での

分解が可換であり，さらに(𝐴, 𝐵, 𝐶)は可約である．

（証明）𝐴 = (
𝑎1 𝑎1 − 𝑎3

0 𝑎3
), 𝐵 = (

𝑏1 𝑏1 − 𝑏3

0 𝑏3
)， 𝐶 = (

𝑐1 𝑐1 − 𝑐3

0 𝑐3
)とし，𝑎1 = 𝑑1𝑎1

′ ,

𝑏1 = 𝑑1𝑏1
′ , 𝑐1 = 𝑑1𝑐1

′ さらに 𝑎3 = 𝑑3𝑎3
′ ,  𝑏3 = 𝑑3𝑏3

′ , 𝑐3 = 𝑑3𝑐3
′とする．このとき，𝐷 =

(
𝑑1 𝑑1 − 𝑑3

0 𝑑3
)，さらに𝐴′ = (

𝑎1
′ 𝑎1

′ − 𝑎3
′

0 𝑎3
′ ), 𝐵′ = (

𝑏1
′ 𝑏1

′ − 𝑏3
′

0 𝑏3
′ ) ,  𝐶′ = (

𝑐1
′ 𝑐1

′ − 𝑐3
′

0 𝑐3
′ )と置

くと，

𝐴 = 𝐷𝐴′ = 𝐴′𝐷, 𝐵 = 𝐷𝐵′ = 𝐵′𝐷, 𝐶 = 𝐷𝐶′ = 𝐶′𝐷

であり，明らかに 𝐴′2 + 𝐵′2 = 𝐶′2が成り立つ．Q.E.D.

ピタゴラス数の既約性の研究において，以下の命題は明らかなものであるが重要であ

る．
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【命題３】 (𝐴, 𝐵, 𝐶)は原始的でないピタゴラス数で，かつ𝐷での分解が可換である，

すなわち

𝐴 = 𝐴′𝐷 = 𝐷𝐴′, 𝐵 = 𝐵′𝐷 = 𝐷𝐵′, 𝐶 = 𝐶′𝐷 = 𝐷𝐶′

であるとする．このとき (𝐴, 𝐵, 𝐶) は可約である．

（証明）𝐴2 + 𝐵2 = 𝐶2より  𝐴′𝐷𝐴′𝐷 + 𝐵′𝐷𝐵′𝐷 = 𝐶′𝐷𝐶′𝐷であり，可換性より𝐴′2
𝐷2 +

𝐵′2
𝐷2 = 𝐶′2𝐷2が成り立つ．𝐷には逆行列が存在するので，𝐴′2

+ 𝐵′2
= 𝐶′2が成り立つ．

Q.E.D.

命題３の対偶を考えると，「(𝐴, 𝐵, 𝐶) が既約ならば，𝐴, 𝐵, 𝐶の中には単元でないある𝑀3

数 𝐷よって可換に分解されないものがある」となる．このことから，𝐴, 𝐵, 𝐶がそれぞれ

単元でないにある𝑀3数 𝐷よって可換に分解されることを判断できる量について研究し

た．

【命題４】𝐴 = (
𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
)とし 𝐷 = (

𝑑1 𝑑2

0 𝑑3
) (ただし𝑎1 ≠ 0, 𝑎3 ≠ 0, 𝑑1 ≠ 0, 𝑑3 ≠ 0 ) と

する．さらに 𝑎1 = 𝑑1𝑎′1かつ 𝑎3 = 𝑑3𝑎′3 (ただし𝑑1 ≠ 𝑑3)であるとする． このとき

𝑢𝑎 = 𝑎1 +
𝑎1

′ − 𝑎3
′

𝑑1 − 𝑑3
𝑑3

と置くと，𝑑2 = 𝑎2/𝑢𝑎が成り立つことと，𝐴が𝐷よって可換に分解されることは同値で

ある．

(証明)  𝐷 = (
𝑑1 𝑑2

0 𝑑3
)とし．𝐴′𝐷 = 𝐷𝐴′とする．𝐴′𝐷 = 𝐷𝐴′の(1,2)成分をみると

𝑑1𝑎′2 + 𝑑2𝑎′3 = 𝑎′1𝑑2 + 𝑑3𝑎′2  (3.1)

が成り立つ．したがって

𝑎′2 =
𝑎1

′ − 𝑎3
′

𝑑1 − 𝑑3
𝑑2

である．一方 𝑎2 = 𝑎′1𝑑2 + 𝑑3𝑎′2より

𝑎2 = (𝑎′
1 +

𝑎1
′ − 𝑎3

′

𝑑1 − 𝑑3
𝑑3) 𝑑2 = 𝑢𝑎𝑑2

である．逆に𝑑2 = 𝑎2/𝑢𝑎が成り立つためには(3.1)でなくてはならない．すなわち𝐴′𝐷 =

𝐷𝐴′である．Q.E.D.

(𝐴, 𝐵, 𝐶)を原始的でないピタゴラス数とし，さらに𝐴, 𝐵, 𝐶はそれぞれ単元でないにあ

る𝑀3数 𝐷で可換に分解されるものとする．このとき，命題２で定義された量 𝑢𝑎 , 𝑢𝑏 , 𝑢𝑐  に
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関して

𝑎2

𝑢𝑎
=

𝑏2

𝑢𝑏
=

𝑐2

𝑢𝑐

が成り立つ場合が重要である．ここで

𝑢𝑎 = 𝑎1 +
𝑎1

′ − 𝑎3
′

𝑑1 − 𝑑3
𝑑3, 𝑢𝑏 = 𝑏1 +

𝑏1
′ − 𝑏3

′

𝑑1 − 𝑑3
𝑑3, 𝑢𝑐 = 𝑐1 +

𝑐1
′ − 𝑐3

′

𝑑1 − 𝑑3
𝑑3

である．以上のことから次の定理が得られる．

【定理１】 (𝐴, 𝐵, 𝐶)を原始的でないピタゴラス数とする．さらに𝑑1 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1), 

𝑑3 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎3, 𝑏3, 𝑐3)とする．以下が成り立つ．

(1) 𝑑1 ≠ 𝑑3でかつ
𝑎2

𝑢𝑎
=

𝑏2

𝑢𝑏
=

𝑐2

𝑢𝑐
=𝑑で 𝑑 が整数ならば (𝐴, 𝐵, 𝐶)は可約である．

(2) 𝑑1 = 𝑑3ならば (𝐴, 𝐵, 𝐶)は可約である．

(証明)  𝑑1 ≠ 𝑑3ならば命題３から明らかであるので，𝑑1 = 𝑑3の場合を示す．

(
𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
) = (

𝑑1 𝑑2

0 𝑑1
) (

𝑎′1 𝑎′2

0 𝑎′3
)

として，(1,2)成分を計算すると𝑎2 = 𝑑1𝑎′2 + 𝑑2𝑎′1であり，

(
𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
) = (

𝑎′1 𝑎′2

0 𝑎′3
) (

𝑑1 𝑑2

0 𝑑1
)

として，(1,2)成分を計算しても𝑎2 = 𝑑2𝑎′1 + 𝑑1𝑎′2である．したがって，𝐴 = 𝐴′𝐷 = 𝐷𝐴′

が成り立つ．同様にして，𝐵 = 𝐵′𝐷 = 𝐷𝐵′, 𝐶 = 𝐶′𝐷 = 𝐷𝐶′が成り立つ．命題２より(𝐴, 𝐵, 𝐶)

は可約である．Q.E.D.

(例４) ピタゴラス数

𝐴 = (
3 13
0 16

) , 𝐵 = (
4 8
0 12

) , 𝐶 = (
5 15
0 20

)

を考える．𝑑1 = 1, 𝑑3 = 4であり，𝑎1 = 𝑎′1 = 3, 𝑏1 = 𝑏′1 = 4, 𝑐1 = 𝑐′1 = 5, 𝑎′3 = 4, 𝑏′3 =

3, 𝑐′3 = 5である．したがって

𝑢𝑎 = 3 +
3 − 4

1 − 4
× 4 =

13

3
, 𝑢𝑎 = 4 +

4 − 3

1 − 4
× 4 =

8

3
, 𝑢𝑎 = 3 +

5 − 5

1 − 4
× 4 = 5

より

𝑑2 =
𝑎2

𝑢𝑎
=  

𝑏2

𝑢𝑏
=

𝑐2

𝑢𝑐
= 3

である．したがって，(𝐴, 𝐵, 𝐶)は可約である．実際，𝐴, 𝐵, 𝐶の分解は
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𝐴 = (
1 3
0 4

) (
3 1
0 4

) , 𝐵 = (
1 3
0 4

) (
4 −1
0 3

) , 𝐶 = (
1 3
0 4

) (
5 0
0 5

)

であり，(
3 1
0 4

)
2

+ (
4 −1
0 3

)
2

= (
5 0
0 5

)
2

が成り立つ．□

(例５) ピタゴラス数

𝐴 = (
6 −1
0 6

) ,  𝐵 = (
8 2
0 8

) , 𝐶 = (
10 1
0 10

)

を考えると，定理１より(𝐴, 𝐵, 𝐶)は可約なピタゴラス数である．実際，𝐴, 𝐵, 𝐶の分解は

𝐴 = (
2 1
0 2

) (
3 −2
0 3

) , 𝐵 = (
2 1
0 2

) (
4 −1
0 4

) , 𝐶 = (
2 1
0 2

) (
5 −2
0 5

)

であり，(
3 −2
0 3

)
2

+ (
4 −1
0 4

)
2

= (
5 −2
0 5

)
2

が成り立つ．□

５．反射的なピタゴラス数

【定義４】 (𝐴, 𝐵, 𝐶)を原始的でないピタゴラス数とする．ある自然数𝑑があって，𝑎3 =

𝑑𝑎1, 𝑏3 = 𝑑𝑏1, 𝑐3 = 𝑑𝑐1または𝑎1 = 𝑑𝑎3, 𝑏1 = 𝑑𝑏3, 𝑐1 = 𝑑𝑐3であるとき，(𝐴, 𝐵, 𝐶)を反射

的であるという．このとき𝑑を反射係数という．

(例６) 反射的なピタゴラス数

𝐴 = (
3 1
0 12

) , 𝐵 = (
4 3
0 16

) , 𝐶 = (
5 3
0 20

)

を考える．𝑑1 = 1, 𝑑3 = 4，𝑎1 = 𝑎′1 = 3, 𝑏1 = 𝑏′1 = 4, 𝑐1 = 𝑐′1 = 5, 𝑎′3 = 3, 𝑏′3 = 4, 𝑐′3 =

5である．

𝑢𝑎 = 3 +
3 − 3

1 − 4
× 4 = 3

より
𝑎2

𝑢𝑎
=

1

3
である．しかし， 𝐴, 𝐵, 𝐶は

𝐴 = (
1 1
0 4

) (
3 −2
0 3

) , 𝐵 = (
1 1
0 4

) (
4 −1
0 4

) , 𝐶 = (
1 1
0 4

) (
5 −1
0 5

)

と分解でき，(
3 −2
0 3

)
2

+ (
4 −1
0 4

)
2

= (
5 −1
0 5

)
2

が成り立つ．そして，
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𝐴 ≠ (
3 −2
0 3

) (
1 1
0 4

) = (
3 −5
0 12

) , 𝐵 ≠ (
4 −1
0 4

) (
1 1
0 4

) = (
4 0
0 16

) ,

𝐶 ≠ (
5 −1
0 5

) (
1 1
0 4

) = (
5 1
0 20

)

である．□

【命題５】 (𝐴, 𝐵, 𝐶)を原始的でない反射的なピタゴラス数とすると， (𝐴, 𝐵, 𝐶)は可約で

ある．

（証明）(𝐴, 𝐵, 𝐶)は既約であると仮定と仮定する，さらに𝑔𝑐𝑑(𝑎1, 𝑏1𝑐1) = 1を仮定しても

よい．𝐴 = 𝐷𝐴′, 𝐵 = 𝐷𝐵′, 𝐶 = 𝐷𝐶′とすると，(𝐴, 𝐵, 𝐶)が既約であることより，𝐷は単元で

ある．これは反射係数が𝑑 = 1であることを意味するこれは(𝐴, 𝐵, 𝐶)が原始的であること

を意味し，矛盾である．Q.E.D.

６．これまでのまとめと予想

我々の目的はピタゴラス数が与えられたとき，それが既約であるか可約であるかを判

断することである．これまでの議論から，(𝐴, 𝐵, 𝐶)が原始的なピタゴラス数であれば必

ず既約なるため，原始的でないピタゴラス数について詳細に研究してきた．

そして(𝐴, 𝐵, 𝐶)が𝐷での分解が可換であるならば，(𝐴, 𝐵, 𝐶)は可約であることがわかっ

た．また，(𝐴, 𝐵, 𝐶)が𝐷での分解が可換であることの十分条件として命題４を得て，そ

こから可約の条件である定理１を得た．それでは命題４の条件をみたさないものはどう

いったタイプのものであるか．この問題に対してその後研究を行った．その結果，反射

係数が 1 より大きい反射的なピタゴラス数の存在が見つかった．そしてそれは𝐷での分

解が可換に分解されないのであるが，可約である．以上のことをまとめたものが以下の

図である．
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我々はこれまでの数値的データによる研究から以下の予想を立てている．

【予想】 (𝐴, 𝐵, 𝐶)を原始的でない反射的なピタゴラス数とし，さらに(𝐴, 𝐵, 𝐶)は𝐷での分

解が可換でないと仮定する．このとき，(𝐴, 𝐵, 𝐶)が反射的でないならば(𝐴, 𝐵, 𝐶)は既約で

ある．

７．双対的なピタゴラス数

我々の目的は，𝑀3数のピタゴラス数を分類することである．そのために本研究では既

約なものと可約なものに分類することを目的とした．もしこの分類が完成すれば，次は，

例えば「既約なピタゴラス数の集合はどのような構造になっているのか」ということが

テーマになる．その一つの手がかりとして双対的なピタゴラス数という概念を定義する．

【命題６】(𝐴, 𝐵, 𝐶)をピタゴラス数とする． そして適当な𝑀3数 𝐷によって， 𝐴 = 𝐷𝐴′,

𝐵 = 𝐷𝐵′, 𝐶 = 𝐷𝐶′ と分割する．このとき，𝐴̃ = 𝐴′𝐷, 𝐵̃ = 𝐵′𝐷, 𝐶̃ = 𝐶′𝐷と置くと，

(𝐴̃, 𝐵̃, 𝐶̃)はまたピタゴラス数となる．

（証明）𝐴2 + 𝐵2 = 𝐶2より 𝐷𝐴′𝐷𝐴′ + 𝐷𝐵′𝐷𝐵′ = 𝐷𝐶′𝐷𝐶′であり， 𝐷には逆行列が存在す

るので，𝐴′𝐷𝐴′ + 𝐵′𝐷𝐵′ = 𝐶′𝐷𝐶′を得る．右から𝐷を掛けることで，𝐴′𝐷𝐴′𝐷 + 𝐵′𝐷𝐵′𝐷 =

𝐶′𝐷𝐶′𝐷を得る．したがって，𝐴̃2 + 𝐵̃2 = 𝐶̃2が成り立ち，(𝐴̃, 𝐵̃, 𝐶̃)はまたピタゴラス数と

なる．Q.E.D.
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【定義５】 (𝐴̃, 𝐵̃, 𝐶̃) を(𝐴, 𝐵, 𝐶)の𝐷双対なピタゴラス数という．

(例７) 例６で扱った反射的なピタゴラス数

𝐴 = (
3 1
0 12

) , 𝐵 = (
4 3
0 16

) , 𝐶 = (
5 3
0 20

)

は，

𝐴 = (
1 1
0 4

) (
3 −2
0 3

) , 𝐵 = (
1 1
0 4

) (
4 −1
0 4

) , 𝐶 = (
1 1
0 4

) (
5 −1
0 5

)

であり，

𝐴̃ = (
3 −2
0 3

) (
1 1
0 4

) = (
3 −5
0 12

) , 𝐵̃ = (
4 −1
0 4

) (
1 1
0 4

) = (
4 0
0 16

) ,

𝐶̃ = (
5 −1
0 5

) (
1 1
0 4

) = (
5 1
0 20

)

と置くと，(𝐴̃, 𝐵̃, 𝐶̃) は(𝐴, 𝐵, 𝐶)の𝐷双対なピタゴラス数である．□

８．さらなる展開

現在，ピタゴラス数の研究に平行して，3乗ピタゴラス数というものを定義して研究

を行っている．

【定義６】（𝐴, 𝐵, 𝐶, D）が（𝑀3数の）３乗ピタゴラス数であるとは，𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 の(1,1)成

分と(2,2)成分は正で

𝐴3 + 𝐵3 + 𝐶3 = 𝐷3

をみたすものをいう．

自然数におけるこの種の研究は，オイラーやハーディー，ラマヌジャンなどの研究が

知られている．しかし，部分的にはその構造は明らかにされてきてはいるが，全容を現

す結果は未だ得られていない[WM]．我々は自然数の結果を睨みながら，𝑀3数上での研

究を行うことで，𝑀3数特有の構造が浮かび上がるのではないかと期待している．さら

に𝑘乗ピタゴラス数が同様に定義し，一般的な研究を行うことも考えている．
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